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RESUMO

TRINDADE, G. R. De modelos estatisticos a o.-conexdes: um panorama geral da geometria
da informacao. 2023. 137 p. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Matemadtica) — Instituto de
Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2023.

Esse trabalho € uma apresentacdo sobre a geometria da informacao, organizando-se como um
compilado de conceitos e resultados fundamentais da drea, bem como aplicagdes em teoria de
informacao quantica. Dito isso, é possivel apresentar a geometria da informac¢do entendendo-a
como a drea que se utiliza de ferramentas da geometria diferencial, em especial da geometria
riemanniana, para resolver problemas advindos da estatistica. Possuindo um cardter interdisci-
plinar que transpassa seu desenvolvimento historico, ela interpreta modelos estatisticos como
variedades diferencidveis, munindo-os de uma métrica riemanniana e de um campo tensorial
3-covariante, chamados, respectivamente, de métrica de Fisher e de tensor de Amari-Chentsov.
No contexto de geometria da informacao finita, eles s@o os Uinicos campos tensoriais covari-
antes de rank 2 e 3 invariantes por morfismos de Markov induzidos por nicleos de Markov
congruentes. Além disso, dentre as familias de distribui¢des de probabilidade, aquela constituida
pelas distribui¢cdes gaussianas apresenta uma métrica de Fisher com um formato conhecido e,
consequentemente, uma geometria familiar, sendo essa a geometria hiperbodlica bidimensional.
Ademais, os modelos estatisticos podem ser munidos de uma familia uniparamétrica de conexdes,
chamadas de o-conexdes, dentre as quais se destacam, especialmente no contexto finito, a cone-
xa0 mistura e a exponencial. J4 partindo de uma variedade munida de uma métrica riemanniana g
e de um tensor 3-simétrico 7', € possivel induzir um par de conexdes lineares livres de tor¢ao nela
e que se relacionam através de um enfraquecimento da no¢ao de compatibilidade com a métrica,
chamadas de conexdes duais uma a outra em relagdo a g. Elas, por sua vez, junto a métrica
riemanniana, induzem um tensor 3-simétrico na variedade. Entao, por meio do estudo dessas
conexdes, tem-se que a geometria que emerge da combinacdo de uma métrica riemanniana g
com duas conexdes planas V e V* duais uma a outra em relacdo a g é equivalente, ao menos
localmente, a uma tnica fun¢io convexa, onde essa convexidade é considerada em relacdo a um
sistema de coordenadas afim para uma das conexdes duais. Outrossim, podendo ser aplicada a
teoria de informacdo quantica a fim de se obter limites de velocidade quénticos geométricos, a
geometria da informacgdo conduz a generalizacdes do principio de incerteza para a energia € o
tempo em sistemas quanticos, em que o andlogo quantico da métrica de Fisher cldssica produz

tais limites.

Palavras-chave: Geometria da informacgdo, Métrica de Fisher, Tensor de Amari-Chentsov,

Modelos estatisticos, Estatistica.






ABSTRACT

TRINDADE, G. R. From statistical models to ¢t-connections: an overview of information
geometry. 2023. 137 p. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Matemaética) — Instituto de
Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2023.

This paper is a presentation on information geometry, organized as a compilation of funda-
mental concepts and results of the area, as well as applications in quantum information theory.
Nevertheless, it is possible to present the information geometry by regarding it as the area that
uses tools from differential geometry, especially from Riemannian geometry, to solve problems
arising from statistics. Possessing an interdisciplinary character that permeates its historical
development, it interprets statistical models as differentiable manifolds, providing them with
a Riemannian metric and a 3-covariant tensor field, called, respectively, Fisher metric and
Amari-Chentsov tensor. In the context of finite information geometry, they are the only covariant
tensor fields of rank 2 and 3 invariant by Markov morphisms induced by congruent Markov
kernels. Furthermore, among the families of probability distributions, the one formed by the
Gaussian distributions has Fisher metric with a known structure and, consequently, a familiar
geometry, which is the two-dimensional hyperbolic geometry. In addition, statistical models can
be equipped with a uniparametric family of connections, called ¢-connections, among which,
especially in the finite context, the mixed connection and the exponential connection stand out.
Moreover, starting with a manifold equipped with a Riemannian metric g and a 3-symmetric
tensor 7, it is possible to induce a pair of torsion-free linear connections on it and that are related
by a weakening of the notion of compatibility with the metric; that are called dual connections
to each other with respect to g. They, in turn, together with the Riemannian metric, induce a
3-symmetric tensor on the manifold. Then, through the study of these connections, the geometry
that emerges from the combination of a Riemannian metric g with two flat connections V and
V* dual to each other with respect to g is equivalent, at least locally, to a single convex function,
where this convexity is considered with respect to an affine coordinate system for one of the dual
connections. Furthermore, being able to be applied to quantum information theory in order to
obtain geometric quantum speed limits, information geometry leads to generalizations of the
uncertainty principle for energy and time in quantum systems, where the quantum analog of the

metric of classical Fisher produces such limits.

Keywords: Information geometry, Fisher metric, Amari-Chentsov tensor, Statistical models,

Statistics.
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CAPITULO

INTRODUCAO

1.1 Precedentes histéricos

Aqueles que se questionam sobre o que viria a ser a geometria da informagio, ela pode ser
introduzida, em um primeiro contato, através de um panorama histérico de seu desenvolvimento,
visto que ela € uma drea recente quando comparada a tantas outras tradicionais e consagradas
dentro e fora da geometria. De fato, a geometria da informagao integra a ciéncia da informacao,
que consiste em um termo genérico para se referir a um agrupamento de campos razoavelmente
correlacionados dentro de perspectivas cientificas recentes, campos esses como, por exemplo,
aprendizado de médquina, estatistica e teoria da informacao (NIELSEN, 2022). Sendo assim, os
antecedentes da geometria da informagdo dialogam com os estudos estatisticos e se cruzam, em
especial, com os desenvolvimentos da teoria da informagdo, que compreende, grosso modo, 0s
sistemas de comunicagdo (ASH, 1990) e que surgiu a fim de lidar com problemas, essencialmente,

advindos da engenharia elétrica.

No estudo dos possiveis limitantes para a compressao e a transmissao de dados por um
canal', imaginava-se que um aumento na taxa de transmissdo de informac#o levava a um aumento,
também, na probabilidade de erro na saida do canal (COVER; THOMAS, 2006). Contudo, entre
as décadas de 1940 e 1950, o matematico estadunidense Claude Shannon demonstrou que esse
era um pressuposto falso (COVER; THOMAS, 2006), introduzindo os estudos do que chamou
de entropia de informacao, em paralelo a entropia termodinamica e que, atualmente, em sua

homenagem, recebe o nome de entropia de Shannon.

Para além da teoria de comunicagdo dentro da engenharia elétrica, os desenvolvimen-
tos da teoria da informacdo reverberaram em outras dreas, como na economia, por meio da

implementacdo de uma abordagem utilizando grandezas andlogas a entropia para o estudo de

' Por completude, € importante ressaltar que estamos chamando de “canal” um sistema que € constituido
de um conjunto de entrada, um conjunto de saida e uma matriz de probabilidade que expressa a
probabilidade de se observar uma saida especifica dada uma entrada (COVER; THOMAS, 2006).
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séries de retorno em uma bolsa de valores; como na ciéncia da computagdo, através da busca
pelos algoritmos mais “simples”, o que se traduz matematicamente através da minimizacao da
complexidade de Kolmogorov e da complexidade computacional®; como na fisica, em que a
entropia de sistemas termodinamicos se conecta com a entropia definida dentro da teoria da
informacdo; e como na estatistica, uma vez que as principais grandezas da teoria da informacao
podem ser interpretadas como funcionais de distribui¢des de probabilidade (COVER; THOMAS,
2006).

Previamente as produ¢des de Shannon sobre a entropia de informacgao, ao estudar mo-
delos estatisticos sob a 6tica da geometria riemanniana, o econometrista estadunidense Harold
Hotelling e o estatistico indiano estadunidense Calyampudi Rao desenvolveram trabalhos, res-
pectivamente, por volta de 1930 e 1945, que produziram o cerne® do que hoje é conhecido como
geometria da informagao (NIELSEN, 2022). Equipando os modelos estatisticos com um métrica
riemanniana especifica, chamada de métrica de Fisher, cuja nomenclatura faz referéncia ao
orientador de doutorado de Rao, Ronald Fisher, o indiano estudou a relacio entre as distincias
geodésicas e problemas de teste de hipdteses (RAO, 2021; NIELSEN, 2022), derivando, assim,
a desigualdade de Cramér-Rao (AY et al., 2017), em voga na metrologia quantica (MAGNO,
2020). Em coordenadas, essa métrica coincide com a chamada matriz de informacao de Fisher,
que possui estreita relacao com a entropia de Shannon (AMARI; NAGAOKA, 2000).

Ademais, ao estudar uma maneira de mensurar a distinguibilidade entre distribui¢des
de probabilidade, o geofisico e estatistico inglés Harold Jeffreys introduziu, entre 1946 e 1948,
a divergéncia de Kullback-Leibler, que consiste em uma maneira de realizar essa medicao.
Verificando, entdo, o comportamento dela sob aproximagcdes locais infinitesimais, Jeffreys notou
que a matriz de informacdo de Fisher surgia para aproximagdes de segunda ordem (AY et al.,
2017).

Ja na segunda metade do século XX, houve avancos importantes dentro dessa area
emergente, dando destaque aos trabalhos do matemadtico soviético Nikolai Chentsov* que,
compartilhando da no¢do de que os problemas estatisticos poderiam ser interpretados como
problemas de decisdo, repensou a abordagem geométrica até entdo utilizada para entender os
modelos estatisticos (NIELSEN, 2022). A partir de uma palestra realizada pelo também soviético
Andrey Kolmogorov em 1955, Chentsov desenvolveu uma conexao linear plana no espago das
distribui¢des de probabilidade sobre um conjunto finito, chamada, posteriormente, de conexao

exponencial (AY et al., 2017). A partir disso, munindo modelos estatisticos de uma estrutura de

2 A complexidade de Kolmogorov de uma string de dados é definida como o comprimento do me-
nor programa de computador bindrio necessario para processar a string, enquanto a complexidade
computacional pode ser definida como o tempo de execuc¢do do programa (COVER; THOMAS, 2006).

3 H4 discordancias entre autores sobre quando, de fato, a geometria da informagdo se configurou como

campo de estudos. Para (AY et al., 2017), ela surge por volta de 1992, com a publicagdo em inglés de

“Information geometry of Boltzmann machines” (AMARI; KURATA; NAGAOKA, 1992).

Devido ao seu nome ser originalmente escrito usando o alfabeto cirilico, ele pode aparecer citado

como Chentsov, Cencov ou Cencov em textos redigidos utilizando o sistema de escrita latino.

4
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variedade diferencidvel, ele estudou, em linhas gerais, como certas grandezas parametrizadas
variavam tanto por reparametrizacdes suaves quanto por certas funcdes especiais, chamadas de
estatisticas suficientes (NIELSEN, 2022). Diz-se entao que, quando nao ha tais variacdes, essas
invariancias, juntas, configuram o que é chamado de invariancia estatistica. Assim, durante sua
pesquisa, ele descobriu a existéncia de um campo tensorial covariante de rank 3 simétrico em

todas as suas entradas caracterizado pela invariancia estatistica (NIELSEN, 2022).

O interesse de Chentsov sobre invariancias ndo se restringiu a descoberta desse campo
tensorial, mas o conduziu a provar uma importante caracterizacdo para a métrica de Fisher em
um contexto de estatistica sobre amostras finitas, resultado hoje conhecido como Teorema de
Chentsov e publicado, junto a outros de seus resultado, em “Statistical decision rules and optimal
inference” em 1972 (BAKHVALOV et al., 1994; CHENTSOV, 2000). Futuramente, caberia ao
matemadtico canadense L. Lorne Campbell estudar essa caracterizacao para a métrica de Fisher em
espacos de medidas positivas sobre uma amostra finita, o que resultaria, em 1986, na publicagdo
do artigo “An extended Cencov caracterization of the information metric” (CAMPBELL, 1986;
AY et al., 2017).

Em complemento a isso, podemos comentar que, dado que o termo “geometria da
informacao” s6 foi cunhado em 1992, a area de estudos de Chentsov foi primeiramente chamada,
em russo, de algo semelhante, na lingua inglesa, i “geometrostatistics™, sendo traduzido para
o0 inglés como “geometrical statistics”, esse ultimo, que pode ser transposto para o portugués
como “estatistica geométrica” (NIELSEN, 2022).

Outrossim, a pesquisa acerca da conexdo exponencial também se desenvolveu por
meio das andlises de Bradley Efron, estatistico estadunidense que introduziu a nomenclatura
“curvatura estatistica” para se referir, grosso modo, a segunda forma fundamental de subfamilias
de uma familia estatistica especifica, denominada de familia exponencial. Ele interpretou essas
subfamilias como subvariedades riemannianas de uma variedade diferencidvel munida da métrica
de Fisher (AY et al., 2017). Em contato com Efron, o estatistico britanico Philip Dawid propds
uma segunda conexao linear plana, atualmente chamada de conex@o mistura, que, na teoria que
futuramente se desenvolveu, mostrou possuir uma intrinseca ligacdo com a conexao exponencial,
havendo uma certa relacao de dualidade entre elas (NIELSEN, 2022).

Os estudos sobre dualidade dentro da geometria da informag¢do desenvolveram-se, es-
pecialmente, a partir das empreitadas do matemdtico Shun-ichi Amari e do engenheiro Hiroshi
Nagaoka, ambos japoneses (AY et al., 2017). Primeiramente, Amari provou que, dada uma
conexao linear V livre de tor¢do em uma variedade riemanniana, existe uma segunda conexao
com essas mesmas caracteristicas, chamada de dual de V e representada por V*, tal que a conexao

de Levi-Civita da métrica escreve-se como a média dessas duas conexdes (NIELSEN, 2022).

> Optamos por nio fazer a tradugdo do termo para o portugués devido ao fato de ele ser um neologismo

até mesmo no russo. Ele aparece em (Hennos, HH, 1972), quando Chentsov afirma que o assunto
daquela monografia poderia ser descrito pela nog¢ao de “reomerpocrarucruka’” (Heunos, HH, 1972).
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Motivados por isso, Amari e Nagaoka introduziram a ¢¢-geometria, que consiste na geometria
que emerge de considerar duas conexdes, V(@) ¢ V(=®) duais uma a outra. Essa geometria foi
desenvolvida tomando & como sendo um numero real, contudo, autores mais recentes, Como 0s
de (AY et al., 2017), restringem « apenas ao intervalo simétrico [—1, 1]. Convém mencionar que
a oi-geometria, durante o inicio de seu desenvolvimento, refletia um aspecto proprio dos traba-
lhos dessa area na época, que era a premissa de que os modelos estatisticos, como variedades,
possuiam dimensao finita (AY et al., 2017). Os precursores de uma geometria da informagdo em
dimensao infinita foram Giovanni Pistone e Carlo Sempi, estatisticos italianos que, em 1995,
publicaram o trabalho “An infinite-dimensional structure on the space of all the probability
measures equivalent to a given one”, apresentando uma generalizacio para dimensao infinita de
resultados ja conhecidos no contexto finito (AY et al., 2017; PISTONE; SEMPI, 1995).

Retrocedendo um pouco, antes dos resultados de Pistone e Sempi sobre geometria da
informacdo em dimensao infinita, 0 matemético dinamarqués Steffen Lauritzen apresentou
uma abordagem intrinseca para o estudo de variedades vinculadas a interpretacdes estatisticas.
Introduzindo uma estrutura geométrica nos espago das distribuicées de probabilidade sobre
um conjunto, essa estrutura pode ser induzida em modelos estatisticos entendendo-os como
subvariedades desse espaco maior. Esse é um tratamento extrinseco, comum nos primeiros
desenvolvimentos da drea (AY et al., 2017). Em contrapartida, em 1987, Lauritzen definiu as
variedades estatisticas, que consistem em variedades diferencidveis munidas de uma métrica
riemanniana e de um campo tensorial tal qual o descoberto por Chentsov (LAURITZEN, 1987).
Assim, a partir dessa defini¢do, é possivel induzir nessa variedade conexdes V, V* duais.
Reciprocamente, por meio da introducdo das conexdes duais, pode-se obter uma estrutura
de variedade estatistica para a variedade diferencidvel (AY et al., 2017). Dessa forma, neste
tratamento intrinseco, é possivel pensar uma dualidade ndo apenas entre conexdes, mas entre
abordagens; entre aquela via dualismo desenvolvida especialmente por Amari e Nagaoka e esta

proposta por Lauritzen.

Portanto, em vista desta introducdo histdrica, é possivel interpretar a geometria da infor-
macao, sumariamente, como a drea da ciéncia da informag¢ao que aborda problemas relacionados
a estatistica a partir de no¢des advindas da geometria diferencial (NIELSEN, 2022). Como
€ possivel observar através do que foi apresentado, essa concisa interpretacdo do que € esse
campo possui diversos desdobramentos, de maneira que o potencial de sintese dessa defini¢ao
€ melhor compreendido dentro de um panorama, mesmo que pequeno, de evolugcdo dessa area

interdisciplinar.

Como complemento ao que foi exposto, € importante salientar que a métrica de Fisher
exerceu funcdo histdrica importante, também, no desenvolvimento de trabalhos em segmentos
como genética populacional. No estudo de distribuicdes gaméticas de gendtipos de uma popula-

¢do diploide®, houve a busca pela métrica que deveria ser introduzida no espaco de distribuigdes,

6 Grosso modo, os gametas sdo as células sexuais de um organismo, carregando apenas uma cépia de
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de maneira que o gradiente, com respeito a essa métrica, da aptiddo média’ correspondesse ao
que era esperado pela teoria® (AKIN, 1979). Tal métrica, que consiste na métrica de Fisher, foi
proposta pelo matemadtico iraniano Siavash Shahshahani em 1979 (AKIN, 1979). Devido a isso,
¢ comum encontrar a métrica de Fisher sendo referida como métrica de Shahshahani no contexto

de genética populacional.

Além disso, é notdvel observar que, anteriormente aos trabalhos de Rao e Hotelling, ja
se desenvolvia a geometria hiperbdlica, proveniente, principalmente, das producdes do russo
Nikolai Lobachevsky e das empreitadas do hiingaro Janos Bolyai para resolver o Problema
das Paralelas (LEWIS, 1920). Sem uma conexao aparente entre esses dois campos de estudos,
a geometria hiperbdlica e a geometria da informacao interrelacionam-se por meio da métrica
de Fisher em espacos de distribuicdes normais. Neles, essa métrica coincide com a métrica
hiperbolica (AMARI; NAGAOKA, 2000), de maneira que conhecidos resultados de geometria

hiperbdlica bidimensional podem ser vistos sob a 6ptica da geometria da informacao.

Atualmente, diversos trabalhos tém sido desenvolvidos em geometria da informagao,
especialmente inspirados pelas producdes académicas de Nihat Ay, Hong Van Lé, Frank Nielsen
e Amari, autor da obra pioneira “Methods of Information Geometry” (AMARI; NAGAOKA,
2000). Tedricos de informagao quantica e pesquisadores de aprendizado de maquina e de
algoritmos quénticos’, por exemplo, aprimoram e aplicam resultados da drea, mantendo o carater

transdisciplinar que perpassa a evolucdo desse campo de pesquisa.

1.2 Apresentacao do trabalho

O objetivo principal deste trabalho é apresentar a geometria da informacao, entendendo

sua origem e os principais resultados advindos de diferentes abordagens para ela e aplicacoes

cada cromossomo da espécie (INSTITUTE, 2023). Assim, uma populacio diploide ¢ um conjunto
de individuos de uma mesma espécie, habitando o mesmo espaco geogréfico, interagindo entre si e
com o meio e cujas células, majoritariamente, possuem Cromossomos que se organizam em pares,
chamados de cromossomos homélogos (KLUNG et al., 2019). Ja o gendtipo de um individuo diz
respeito a totalidade do seu material genético (ELSTON; SATAGOPAN; SUN, 2012).

A aptidao de um tipo de individuo € a taxa de crescimento de uma populacdo formada por esse tipo,
ou seja, ela é seu sucesso reprodutivo (BELL, 1997). Assim, a aptiddo média de uma populacdo € a
média das aptiddes dos individuos que a constitui ponderada pela frequéncia de aparecimento desses
individuos nela.

Para ser mais preciso, pelo que era esperado pelo Teorema Fundamental da Sele¢do Natural de Fisher.
O detalhamento deste ponto foge ao escopo do trabalho. Para mais detalhes, veja (AKIN, 1979).

No sexto capitulo de (AY et al., 2017), hé a apresentac@o de aplicacdes de geometria da informagdo em
campos de estudos distintos. Como exemplos de trabalhos envolvendo geometria da informagao sob a
perspectiva da teoria de informacdo quantica, podemos citar (MAGNO, 2020) e (PIRES et al., 2016).
Ainda dentro dessa drea, uma aplicacdo que vem ganhando notdria aten¢do na comunidade académica
diz respeito ao uso de métodos de geometria da informacio em corre¢do de erros (FIUSA; PINTO;
PIRES, 2023), assunto de alto interesse pratico em computacdo quantica. Ja no final de (NIELSEN,
2022), o autor expde como a geometria da informagdo pode ser utilizada na abordagem tipica de
aprendizado de mdquina para minimizac¢ao da fungdo perda.
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no estudo de limites quanticos de velocidade. Assim, ele compreende desde o entendimento
de modelos estatisticos sob a perspectiva geométrica até os desdobramentos das diferentes
defini¢des para uma familia destacada de conexdes lineares em espacos de distribui¢des de
probabilidade: a das a-conexdes. Desse modo, este trabalho ndo parte da pretensdo de esgotar
0s conceitos que serdo expostos, mas de motivar uma compreensdo entre suas correlagdes e
como eles atuam como conectores entre diferentes dreas do conhecimento, em especial entre a

geometria riemanniana e a estatistica.

Posto isso, uma vez que a geometria da informacdo encarrega-se de utilizar ferramentas
advindas da geometria diferencial, especialmente aquelas decorrentes da geometria riemanniana,
para resolver problemas de estatistica, o conceito de distribuicio de probabilidade € fundamental
para ela. Desse modo, dado um conjunto que constitui, em linguagem estatistica, um espaco de
eventos, uma distribui¢cao de probabilidade nele pode ser entendida como uma fungdo positiva
semidefinida e normalizada partindo dele e tomando valores reais. Por meio dela, é possivel
realizar, por exemplo, a estimativa de algum parametro utilizado na modelagem de um conjunto
de dados experimentais. Esse é um possivel contexto de insercao dos modelos estatisticos.
No capitulo 2, eles serdo apresentados como familias S de distribui¢des de probabilidade pe
parametrizadas por ¢ : E € ECR" > §, & — pg © que possuem uma latente estrutura de
variedade diferencidvel. O tratamento que serd dado a eles ndo é o mais geral, contudo é
suficiente para apresentar desenvolvimentos importantes da area, sobretudo aqueles de seu
inicio, no que configura os primeiros passos para uma interpretacao intrinseca de variedades
riemannianas munidas de estruturas que refletem aspectos estatisticos, englobando, assim, os
principais exemplos de familias de distribuicdes. Esse capitulo seguird uma abordagem préxima a
apresentada em (AMARI; NAGAOKA, 2000), porém, trazendo aspectos recentes desenvolvidos
em (AY et al., 2017). A escolha por esse método de apresentacdo encontra subsidios para além da
escolha bibliogréfica, uma vez que tratamentos modernos mais amplos utilizam-se de resultados
de andlise em variedades de Banach, sendo esse um tdpico a parte do projeto, que pode ser
contornado em uma primeira exposi¢do e que ndo se coloca como essencial para o que serd

apresentado.

Dessa maneira, interpretando modelos estatisticos como variedades diferencidveis, é
possivel introduzir uma métrica riemanniana neles, com o intuito, por exemplo, de medir
distinguibilidade entre distribui¢des de probabilidade deles. Dentre as possibilidades, uma
métrica destaca-se por sua relacdo com um objeto ja conhecido dentro dos estudos de teste de
hipéteses: a matriz de informacao de Fisher. Aparecendo quando hé o interesse de se estimar,
através de um estimador é , 0 valor de um pardmetro £ referente a um conjunto de n medidas
independentes e igualmente distribuidas, a matriz de informagéo de Fisher G(£) em & compde

A

um limite inferior para a variancia de £, chamada de cota de Cramér-Rao, de maneira que

(Eé ) /) 2

nG(¢)

Varg [é} >
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¢ denominada de desigualdade de Cramér-Rao (MAGNO, 2020). Quando G(&) é positiva
definida, ela corresponde a matriz de uma métrica riemanniana escrita na base referente ao

sistema de coordenadas ¢, sendo essa a métrica de Fisher. Em um modelo S, ela € expressa como

g(&)(X,Y) =E¢ K%) (%)]

para todo £ € E e para todos X,Y € Ty (&)S, onde le :=Inpg (AMARIL; NAGAOKA, 2000). Essa
¢ uma métrica que, no modelo {4 (u,c)} das distribuicdes gaussianas, induz uma consagrada
geometria. Considerando esse modelo como aquele tomado sobre R composto pelas distribuicoes

da forma
Al ('(' (1“ C )) 1 (Xil;)z
’ ’ \/EGe

parametrizadas por elementos do semiplano superior
E={(H,0)| —e< U <o, 0 <0 < oo},

a matriz de informacao de Fisher de {4 (i,0)} é g = 2g,2, onde g2 € a métrica hiperbdlica
do modelo do Plano de Lobachevsky escrita em coordenadas retangulares, de forma que a
geometria do espago das distribui¢des gaussianas, na perspectiva da geometria da informacao, é

basicamente hiperbdlica bidimensional.

Ademais, a métrica de Fisher ndo € o unico campo tensorial importante nos modelos
estatisticos do ponto de vista da geometria da informacao. Sua versao de rank 3 possuiu grande
relevancia nos estudos de Chentsov. Sendo chamado de tensor de Amari-Chentsov ou tensor

3-simétrico, ele consiste no campo tensorial 3-covariante simétrico em todas as suas entradas e

rewra - [(5) (5) (5)]

para todo £ € E e paratodo X,Y,Z € Ty(&)S (AY et al.,2017). Os trabalhos de Chentsov também

dado por

propunham um rompimento com a no¢do em uso na época de que a conexdo de Levi-Civita
da métrica de Fisher era a mais adequada para se estudar modelos estatisticos. Essa ideia
reverberou nos trabalhos de Amari e Nagaoka, que estabeleceram as a-conexdes: uma familia
uniparamétrica de conexdes lineares em S parametrizadas por o € [—1, 1] e cujos simbolos de

Christoffel no sistema de coordenadas ¢ da parametrizacio sdo dados por

Cue(§) = Be [(21Le) (3kte)] + 5 “Be [(ite) (3ite) (3ute)]

onde d; sdo os campos candnicos do sistema de coordenadas (AY et al., 2017). Essas conexdes
sdo livres de tor¢do e contemplam a conexdo de Levi-Civita, obtida quando & = 0. Do ponto
de vista da estatistica, essas conexdes permitem medir a dissimilaridade entre distribui¢des de
probabilidade de um modelo. Assim, através de uma mudanga na no¢do de distancia riemanniana,
as compreensoes geométricas decorrentes de V(@) podem ser adaptadas de acordo com o modelo

estatistico analisado.
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Feita, entdo, essa apresentacdo sobre os modelos estatisticos, que parte de uma perspectiva
intrinseca de andlise geométrica deles, no capitulo 3 serd exposta uma abordagem extrinseca
para variedades no contexto de geometria da informacao finita. Assim, os espagos de parametro
serdo considerados como mergulhados em espacos de medida de dimensao finita, de maneira
que a geometria deles € definida a partir desses mergulhos. Essa abordagem, transposta ao caso
em que os espagos de medida tém dimensao infinita, conduz a dificuldades matemadticas que a
geometria riemanniana, por si s6, ndo resolve facilmente, precisando aliar-se a andlise funcional.
Devido a isso, optamos por apresentar apenas o caso finito, uma vez que ha diversos ganhos
advindos de uma abordagem extrinseca ja nesse caso e que devem ser destacados, como, por

exemplo, o uso de estruturas majoritariamente algébricas para induzir a geometria.

Desse modo, partindo de um conjunto finito ndo vazio 2" de cardinalidade n+ 1, consi-

deraremos

) .

: a dlgebra de funcdes de 2" a R,
) : 0 espago dual de #(Z'),

F(X
X

% 7o) : abase candnica de F# (Z), denotada por {ey,...,en11},

By () abase dual de & z(4), denotada por {&',...,6"1}.

Como os elementos de . (2") podem ser interpretados como medidas assinadas sobre a o-
algebra discreta de 2", podemos definir a variedade de medidas finitas positivas sobre 2 e a

variedade de medidas de probabilidade positivas sobre .2, respectivamente dadas por

n+1

MK ) = {u =Y ws' e S ()

/.ti>(),i:1,...,n—|—1},
i=1

n+1
;5,:1}.

n+1

P(X) = {5 =Y &b e (2)
i=1

Assim, em .Z, (%), é plausivel definirmos a métrica de Fisher em y = Z?Ill wéc M (Z)

como
n+1
a; b,’
g AvB = P o)
( )( ) im1 Mi Hi l
paratodo A = (u, Y a;67), B= (u, Y= b;8") € Tyt (2) ={u} x #(Z’), onde a tiltima
igualdade é a menos de isomorfismos (AY et al., 2017). J4 a métrica de Fisher em &2, (2")
¢ definida como a métrica induzida de (.#,(Z),g) na subvariedade & (Z"), métrica essa

também denotada por g.

Um ponto a se destacar é que (1 (Z"),g) é isométrico ao setor esférico

icl

$2.: (X)) = {fe F(X) ' F)>0,i=1,2,...n+1, Y f(x;)? :4} C F(X)
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munido da métrica redonda, ou seja, da métrica induzida pela métrica euclidiana em .7 (Z")
(AY et al.,2017). Além disso, mostraremos que essa métrica € a tnica (a menos de redimensio-
namento) preservada por morfismos de Markov induzidos por nicleos de Markov congruentes,

ou seja e grosso modo, por mapas da forma
Ke: P(X)— P2,

com 2 e 2" sendo conjuntos finitos ndo vazios tais que | 2| < | 27| e

n+1
£>0,) &= 1}
i=1

sendo o conjunto das medidas ndo negativas e normalizadas sobre 2" (AY et al., 2017). Esse

P = {5 e L)

resultado € conhecido como Teorema de Caracteriza¢do de Chentsov, por vezes descrito como
a métrica de Fisher ser a dnica métrica em &7, (Z") preservada por estatisticas chamadas de

suficientes.

Ademais, duas conexdes lineares destacam-se, em especial, no contexto de geometria da
informagio finita. Sdo elas a conexdo mistura V(") e a conexio exponencial V(). Dados dois
campos de vetores A,Bem .#, (2 ) e dada y: (—¢,€) — 4+ (Z") uma curva suave tal que

¥(0) =p e y(0) = ay, com A(u) = (U, ay), essas conexdes sdo definidas em termos de

Assim, sendo X (.4 (Z")) o conjunto dos campos de vetores suaves em .# (Z"),

V) X (M D) X X (ML) — X (M(Z))
(A,B) — V"B,

onde

~ ab ~ ab by
Vi B(u) = (u,— u ) . VB = (o (u) - YRR
A ( ) 0 ay ( ) A ( ) J ay ; L
Essas conexdes, por mais que estejam definidas em .Z, (2), podem ser induzidas em
P (Z), produzindo as conexdes lineares V() e V(€ (AY et al., 2017). Além disso, elas podem
ser utilizadas para definir o tensor de Amari-Chentsov tanto em .#, (Z") quanto em . (Z),

sendo esse uma versao de rank 3 da métrica de Fisher e definido, neste contexto, como

~ ~

T(n)(4,B.0) = g(n) (V4" B(m) = Vi B(n).c(m))

no caso de .4 (2", paratodo n € 4, (Z"), paratodo A,B,C € X(AL (X)) e V=Ve, no
casode Z(Z), paratodon € L (Z"), paratodo A,B,C € X(Z (X)) e V = V. Dada sua
origem proxima da métrica de Fisher, o tensor de Amari-Chentsov apresenta a mesma invariancia
por morfismo de Markov que ela, uma caracteristica que nio € observada para campos tensoriais

n-covariantes em &, (2) paran > 4.
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As conexdes mistura e exponencial, para além de permitirem definir o tensor de Amari-
Chentsov, a0 mesmo tempo que definem uma familia uniparamétrica de conexdes lineares em
ML (L) eem P (A7), elas se colocam como casos especiais dela. Chamada de familia das

a-conexoes, os elementos que a compdem sao da forma

onde ¢ € [—1,1] e

Desse modo, é possivel observar que V(~11) = V(me) Assim, da mesma maneira que concluimos
o capitulo 2 tratando de uma abordagem intrinseca para os modelos estatisticos, finalizaremos o
capitulo 3 estudando a geometria que emerge dessas o¢-conexdes em geometria da informagao

finita dentro de um tratamento extrinseco.

Ja no capitulo 4, seguindo as ideias desenvolvidas, especialmente, por Amari, Nagaoka
e Lauritzen, estudaremos a geometria da informagao partindo, ndo necessariamente, de um
modelo estatistico, mas ja de um objeto geométrico: uma variedade riemanniana. Podendo ser
entendido como um complemento a 2, a escolha de apresentar esse capitulo como o dltimo
deste trabalho sustenta-se em uma construcdo do texto baseada na profundidade matematica
dos resultados presentes em cada capitulo, sempre havendo o cuidado de manter uma coeréncia
entre eles. Dessa maneira, em 4, dedicaremos nossa aten¢do as conexdes duais em relacdo a uma
métrica riemanniana g em uma variedade diferencidvel M. Grosso modo, sua definicdo pode ser
entendida como um enfraquecimento da nocao de compatibilidade com a métrica g, de maneira
que V e V* sdo ditas duais com respeito a g se, para todo A,B,C € X(M),

Cg(A,B) = g(VcA,B) +8(A,VeB).

Entdo, (g,V,V*) é chamada de uma estrutura dualistica em M (NIELSEN, 2020). Para além
disso, as conexdes V e V*, quando livres de tor¢ao, permitem a defini¢do de um campo tensorial

3-covariante simétrico em todas as suas entradas e dado por
T:=g(V*=V,),

de maneira que (g,7) é chamado de estrutura estatistica em M (AY et al., 2017). Da forma
como foi colocado, entende-se que (g, V,V*), com V,V* livres de tor¢do, induz uma estrutura
estatistica, contudo, mostraremos que a reciproca também é verdadeira: (g,7) produz uma
estrutura dualistica cujas conexdes duais sdo livres de tor¢do. Mais do que isso, ela define
uma familia de conexdes lineares na variedade parametrizadas por @ € [—1, 1], que sdo as ja
citadas o-conexdes, entretanto, definidas para g sendo uma métrica riemanniana arbitréria. Essas

o-conexdes sdo escritas, em termos de (g, T') e para todo A,B,C € X(M), como

ViB:= VY- ZH(AB),  g(#(4B).C)=T(4,BO)
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onde V(© ¢ a conexdo de Levi-Civita de g.

Apresentadas, entdo, as a-conexdes definidas para uma métrica riemanniana qualquer,
passaremos, por fim, a estudar, em 4, a geometria da informacao plana. Para motivar tal estudo,
veremos duas classes de familias de distribui¢cdes de probabilidade: a das exponenciais e a das
mistura. Sendo, respectivamente, V() e V(=1 conexdes planas nelas, a geometria dessas familias,
vista quando g € a métrica de Fisher, pode ser descrita em termos de estruturas hessianas, isto €,
de uma conexao plana e de uma métrica que, localmente, escreve-se como a hessiana de uma
fungdo suave. Assim, por meio dessa motivagdo, mostraremos que, dada (g, V,V*) uma estrutura
dualmente plana em M, ou seja, uma métrica riemanniana em M junto a duas conexdes planas
duais, e, dado um sistema de coordenadas afim para cada uma das conexdes, € possivel encontrar

I escrevem-se como a hessiana

duas funcdes estritamente convexas ¥, @ : M — R taisque ge g~
dessa funcdes em relacdo aos sistemas afim. Na realidade, y e ¢ conectam-se através de um
transformada de Legendre que, intuitivamente, descreve o formato de cada uma dessas fungdao em
termos da outra e dos sistemas de coordenadas. Assim, uma estrutura dualmente plana (g,V,V*)
em M define uma fun¢@o y com as propriedades que foram citadas. Por outro lado, mostraremos
que a contrapartida também € verdadeira, de forma que uma (g, V, V*) é, localmente, equivalente
a informac¢do de uma unica fun¢do convexa Yy, de maneira que a geometria que emerge da

estrutura dualmente plana (g, V,V*) pode ser observada em termos de .

Por fim, no capitulo 5, seguindo o que € exposto no artigo de revisdo (PIRES et al., 2016),
apresentaremos uma aplicacdo da geometria da informacdo na busca por limites quénticos de
velocidade, referidos pela sigla QSLs e que sdo interpretados como principios de incerteza para o
tempo e a energia dentro do contexto de sistemas quanticos. Assim, no estudo de distinguibilidade
entre dois estados de um sistema através do uso de modelos estatisticos, a inser¢ao de uma
métrica riemanniana nesses modelos conduz a utilizagcdo de comprimentos geodésicos com
respeito a conexao de Levi-Civita desse métrica para produzir QSLs geométricos. Dessa maneira,
considerando Z(.77) o espago de operadores densidade sobre o espaco de Hilbert .57 associado
a um dado sistema quantico, existe uma familia de métricas riemannianas g/ em 2 () cujos
elementos apresentam propriedades fisicas desejaveis para distinguibilidade de densidades.
Associadas univocamente a fungdes f : (0,+o0) — (0, 4o0) especificas, chamadas de funcdes de
Morozova-Chentsov, essas métricas sao contrativas sob mapas semipositivos que preservam trago.
Entre elas, encontra-se a métrica de Fisher quantica, que consiste em um andlogo quantico da
métrica de Fisher cldssica apresentada no capitulo 2. Além disso, os elementos de comprimento
quadrético induzidos por essas métricas entre dois operadores densidade vizinhos p e p +dp

sdo da forma

ds? = [(ldp[D)?]

Z Z(<J’dp|J 12 Z

i=1 Pj lplf(pj/p)
j<l

onde p =Y, pj|j){jl,com0 < p; <1paratodo j=1,...,ne ¥’ p;=1,¢&adecomposicio
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espectral de p e onde facilmente identifica-se o primeiro termo dentro do colchete como a

informacao de Fisher cldssica em p.

Entdo, sendo £ um r-parimetro que determina a evolugio pe de po, dadas duas dindmicas
pe, © Pg, dessa forma, podemos considerar uma mudanga analitica do parametro & para &,
determinando, assim, uma curva o em Z(.¢) ligando Pg, © Pg- Sendo, entdo, T o tempo de
evolugdo de py, podemos tomar a parametrizagdo ¢ € [0, 7] — & (7) tal que £(0) =& e E(1) = &p.
Com 2(.’) munida de uma métrica g/ sob a hipétese de que (2(.#),g’) é geodesicamente
completa, o comprimento .Z/ (pg, p;) da geodésica minimizante ligando py ao estado final p; é
um limitante inferior para o comprimento Eé (po, pr) da curva a de evolugdo do estado pp a p,
isto é,

L7 (po, pz) < €k (o, pe) -

Essa expressao pode ser interpretada como um QSL geométrico, contudo, o célculo de compri-
mentos geodésicos é um processo dificil em diversos casos. Suas expressdes sdo conhecidas
apenas para o caso da métrica de Fisher quantica e da métrica de Wigner-Yanase, essa tltima

obtida por meio da funcido de Morozova-Chentsov

2
ey = LD

Assim, estudaremos a qualidade dos QSLs gerados por essas duas métricas em trés dinamicas:
unitdria, ndo unitaria com um canal de defasagem paralela e ndo unitdria com um canal de

amortecimento de amplitude.

No primeiro caso, quando nos atemos as situagdes em que po comuta com Pz, €m termos
da variancia média do hamiltoniano que evolui py, a métrica de Fisher quantica g2 produz
QSLs mais apertados que a métrica " de Wigner-Yanase, fendmeno que nio se observa de
forma tdo geral no caso de sistemas abertos. Observando uma evolug¢do tal como essa no contexto
de um dnico qubit, mas na qual foi introduzido um canal de defasagem paralela, o que se nota é
que, em regimes de baixa frequéncia, g"¥ produz QSLs tdo melhores que os obtidos por g¢f
quanto os estados iniciais estejam préximos de |0) e |1) na esfera de Bloch. Por fim, no caso
desse mesmo qubit, mas trocando esse canal por um canal de amortecimento de amplitude, os
QSLs obtidos por meio da métrica de Wigner-Yanase sao quase saturados em toda a esfera de
Bloch, enquanto que os QSLs advindo da métrica de Fisher quantica quase se saturam apenas
nas proximidades de |0). Logo, o andlogo quintico da métrica de Fisher cldssica mostra-se como
um bom gerador de QSLs quando comparado com g"¥ no caso unitério, enquanto que sistemas
mais realisticos priorizam a métrica de Wigner-Yanase para produzir melhores limitantes para o

tempo de evolugdo 7.

E importante pontuar que a escrita deste trabalho pressupde conhecimentos basicos
de geometria riemanniana, estatistica e teoria da medida. Quando for considerado necessario

apresentar alguma defini¢do ou resultado dessas areas, isso serd feito, mesmo que algumas vezes
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em notas de rodapé ou sem os demonstrar, dado que os abordar no contexto mais geral foge ao

escopo deste trabalho.

1.3 Convencoes e notacoes utilizadas

Neste trabalho, utilizamos algumas notacgdes ja bem estabelecidas nas literaturas de
matematica, contudo, por completude e melhor compreensdo do texto, decidimos as especificar
aqui:

o Z>: conjunto dos niimeros inteiros nao negativos;

e X(M): conjunto dos campos de vetores suaves na variedade diferencidvel M;

média de f sobre seu dominio, com & elemento de parametrizagdo dela;

[

™
e
=

e ["(Z): conjunto das fungdes f: 2~ — R mensurdveis tais que | f|" é Lebesgue integravel

sobre o conjunto'? 2", onde n € [1, o).

Além disso, diversas vezes aparecerdo os conjuntos {1,2,...,n} e {1,2,...,n+ 1}, de
maneira que € razodvel os denotar por J e I, respectivamente, a fim de manter a notacdo mais
sucinta. Ainda sobre questdes de nomenclatura, durante este trabalho, quando dissermos que uma
conexdo linear esta definida em uma variedade M, entende-se que ela estd definida no fibrado
tangente de M. Ja tratando de tensores, nao faremos uso de espacamentos vazios nos subindices

e nos superindices, de maneira que, por exemplo, sz1< serd escrito como Tli

Por fim, € importante pontuar que todas as fungdes que serdo utilizadas no decorrer dos
desenvolvimentos aqui presentes sao suaves € mensuraveis, mesmo que isso nao seja citado ou

que a 0-algebra esteja subentendida.

10" Por mais que L" seja sucintamente apresentado assim, formalmente, dado (27, X, 1) espago de medida
en € [l,+e), L"(Z") é o conjunto de todas as classes de p-equivaléncia de fungdes X-mensurdveis a
valores reais f que tém integral de | f|" finita sobre X e com respeito a  (BARTLE, 1995).
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CAPITULO

MODELOS ESTATISTICOS: UMA
APRESENTACAO NA PERSPECTIVA DA
GEOMETRIA RIEMANNIANA

2.1 Modelos estatisticos

Historicamente, o carater probabilistico de determinados experimentos foi objeto de
discussdo entre cientistas. Suponha a realizacdo de um experimento em que se obtém um conjunto
finito de dados a partir do qual se quer averiguar certos aspectos de uma teoria. Devido aos limites
experimentais impostos pela realidade, a andlise desses dados utiliza-se de maneira central do
conceito de probabilidade. Contudo, os debates desse cardter probabilistico ndo se restringiram
apenas a forma de realizacdo do experimento, mas a prépria teoria. Exemplo disso foram as
discordancias existentes durante a unifica¢do das descri¢des corpuscular e ondulatoria da matéria
e da radiacdo, nos primdrdios da mecanica quantica, no que remonta a primeira metade do século
XX. Enquanto fisicos como Albert Einstein e Louis de Broglie, com base nas leis deterministicas
da mecanica classica, criticavam a existéncia de uma indetermina¢ao fundamental na natureza,
Werner Heisenberg e Niels Bohr defendiam a essencialidade da interpretacao probabilistica dos
fendmenos quanticos (EISBERG; RESNICK, 1979).

Diante da importancia de uma perspectiva probabilistica dos dados, a inferéncia estatistica
os estuda partindo do pressuposto de que eles sdo gerados a partir de algum elemento de uma
familia conhecida de distribui¢cdes de probabilidade. Nesse contexto, pode-se determinar se o
valor de um parametro da distribuicao encontra-se em algum conjunto especifico, tarefa que
corresponde ao teste de hipéteses (MURRAY; RICE, 2017). Assim, um modelo estatistico,
grosso modo entendido como essa familia de distribui¢des, desempenha uma importante fungao
dentro da estatistica. Durante o desenvolvimento da geometria da informacao e da estatistica, em

si, o conceito de modelo estatistico foi sendo ampliado através da introducao de novos elementos
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da andlise funcional. Assim, em textos mais antigos, como em (AMARI; NAGAOKA, 2000),
a definicao para modelo estatistico assemelha-se muito a defini¢dao de variedade diferencidvel,
enquanto que, em (AY et al., 2017), essa defini¢do € feita empregando nocdes de andlise em
variedades de Banach. Desse modo, por simplicidade, trataremos os modelos estatisticos de
maneira andloga aquela apresentada em (AMARI; NAGAOKA, 2000), dado que essa abordagem

serd suficiente para o que faremos.

Pontuado isso, vamos introduzir de maneira mais formal o conceito de distribui¢ao de

probabilidade, que € central neste trabalho.

Definicao 1 (Distribuicdo de probabilidade). (AMARI; NAGAOKA, 2000) Para n € Z>, seja
& um subconjunto nio vazio de R” ou um conjunto discreto ndo vazio de cardinalidade finita
ou infinita contavel. Definimos uma distribui¢ao de probabilidade em 2" como uma fungao

p: & — R que é positiva semidefinida e normalizada em 2", ou seja,

1. p(x) >0 paratodox € 2,

2. [y plx) de =1,

onde a integral acima se reduz ao somatério Y, - p(x) = 1 no caso discreto.

Note que, nesta defini¢ao, estd implicita a solicitacao de que p seja Lebesgue integravel.
Sob a perspectiva de teoria da medida, uma distribuicao p corresponde a derivada de Radon-
Nikodym d—ﬁ de uma medida de probabilidade P no espago mensuravel (.2, %) com respeito
2 medida u de Lebesgue ou de contagem nesse mesmo espaco!, onde % é a o-dlgebra de
Borel? em 2. Além disso, no caso de .2~ discreto, p € usualmente chamada de um funcao
probabilidade em 2", enquanto que no caso de .2 continuo, ela costuma ser referida como uma
funcdo densidade de probabilidade em 2. A fim de fazer uma abordagem mais ampla, usaremos
o termo “distribui¢io de probabilidade” com o intuito de englobar ambos os casos. Com isso,

vamos definir o que € um modelo estatistico em 2 .

Definicao 2 (Modelo estatistico). (AMARI; NAGAOKA, 2000) Seja S uma familia de distri-
buicdes de probabilidade em 2~ e suponha que cada uma delas possa ser parametrizada por n

varidveis a valores reais, digamos (&, ..., &,), de forma que’

S={pe =px:c)[¢=(G1,-.-.Gn) €E},

' Usualmente, considera-se a medida de Lebesgue quando .2~ é um subconjunto ndo vazio de R" e a
medida de contagem quando 2" é um conjunto discreto ndo vazio. Fixamos essas duas pois sdo as
mais usuais nesse contexto, porém u poderia ser uma medida o-finita qualquer em (2", %) (AMARI;
NAGAOKA, 2000).

2 Se 4 for discreto, é a o-dlgebra gerada pela topologia discreta em 2. J4, se 2" =R", n € Z>q, ela
corresponde a ¢-algebra gerada pela topologia candnica de R”.

3 E=(&, ..., &) pode ser chamado um pardmetro n-dimensional para S.
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onde E é subconjunto aberto de R" e o mapa ¢ : £ — S dado por ¢(§) = pg € injetivo e suave
em todo o seu dominio*. Chamamos E um espaco de pardmetros e S um modelo estatistico

n-dimensional.

Assim, quando estiverem subentendidos tanto o espaco de parametros quanto o conjunto
2, os elementos de S serdo representados apenas por pg. Além disso, usualmente, ndo se solicita
nem a suavidade de ¢ nem que E esteja na topologia de R", contudo, aqui isso foi exigido para
que seja possivel utilizar resultados de geometria diferencial de maneira mais geral, sem que

haja preocupacio quanto a dificuldades para a diferenciag¢do de fungdes.

Outrossim, o que esta por tras da defini¢do 2 € o fato de que estamos interpretando os
elementos do espaco de parametros = como medidas de probabilidade estritamente positivas em
% . E importante pontuar que alguns exemplos tipicos de familias de distribuicdes inserem-se

como exemplos de modelos estatisticos, modelos esses relevantes na inferéncia estatistica.

Para ilustrar, podemos estudar primeiramente o caso de 2~ finito. Seja, entdo, 2 um
conjunto finito ndo vazio. Escrevendo 2" = {x,x2,...,X,+1}, usualmente um modelo para 2

é apresentado como o conjunto dos p(x;;&) : 2 x E =R, i € I, dados por

&t se 1 <i<n,

p(xi;8) = .
1-Ye 8 sei=n+l,

z

onde o aberto = € R" €

E=q (&, eR | E>0,ied, Y E <1y, (2.1)
icJ
ou seja, E é um n-simplexo, por vezes chamado de simplexo de probabilidade, e esse é um
modelo n-dimensional (AMARI; NAGAOKA, 2000).

Outro exemplo que podemos citar é a familia de distribuicdo de Poisson, cujos ele-
mentos sdo distribui¢des sobre conjuntos discretos. Em outras palavras, nesse caso, 2" = Z>o,

E={& €R| & >0} e os elementos desse modelo sdo da forma

pg)=etS,

4 Por suave entende-se que, para todo x € 27, a fungdo & — p(x; &) é suave como fungio de 2" em R
(AMARI; NAGAOKA, 2000).
Efetivamente, um n-simplexo de probabilidade ¢ um conjunto da forma

5

{(xl,...,an) e R+l

xi>0,iel, inzl},

icl

também chamado de um n-simplexo unitario padrdo (NIELSEN, 2018; DOUVEN, 2022). Contudo,
como a soma ) ;c;Xx; em 2.1 tem valor mdximo 1, a troca da igualdade pela desigualdade nessa soma
produz um (n+ 1)-simplexo.
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de maneira que a dimensio dele € unitdria. O parAmetro & recebe o nome de “taxa de ocorréncia”
ou, simplesmente, média ou esperanca, uma vez que o valor esperado de uma varidvel aleatdria
sujeita a distribui¢do de Poisson coincide com &. As distribuigdes desse tipo sdo utilizadas
usualmente para estudar eventos que acontecem de maneira aleatéria no espago ou no tempo,
ou seja, cuja determinacao local ou temporal da ocorréncia dos eventos € aleatéria e eles sdo
independentes entre si (BLOM, 1989). Assim, esse modelo é costumeiramente aplicado para o

estudo de decaimentos radioativos e erros de digitacao por pagina de um livro.

Mais um exemplo de modelo estatistico € aquele cujas distribui¢des sdo gaussianas,
também chamadas de normais. Nesse caso, 2 = R, o espago de pardmetros { = (i, o) é dado
por

E={(U,0)]| —o< Ut <o0, 0 < O < oo}

e as distribui¢des sdo da forma

p( &) = 1 eXP{—M}

- V2no

Figura 1 — Representagdo grafica de um modelo estatistico gaussiano. Cada elemento do semiplano
euclidiano superior pode ser observado como uma distribui¢do gaussiana

o

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os parametros U € O sdo, respectivamente, a média e o desvio padrao da distribui¢do, que
usualmente é denotada por .4 (U, o). Além disso, as distribui¢des gaussianas sdo aproximagdes
continuas para distribuicdes de Poisson com g = o = &p, onde Ep > 1 representa o & da
poissoniana que se quer aproximar (BLOM, 1989). E importante ressaltar, também, que a
relevancia dessa familia de distribui¢des pode ser vista a partir do Teorema do Limite Central

que pode ser enunciado como esta abaixo.

Teorema 1 (Teorema do Limite Central de Liapunov). (MAGALHAES, 2011) Seja
X = {X, | n > 1} uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes, com média p, e varifncia
62, com 67 < o e pelo menos um dos 62 ’s maior do que zero. Sejam S, = X; +Xo +... + X, e
s%, =Yres sz. Se a condigdo de Liapunov estiver satisfeita, isto é, se existir 6 > 0 tal que

.1 246
,}gﬂomZE[’Xk—uk! i ] =0,
Sn " keJ
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entao
_ S,—E [Sn]

Sn

Zy:

tem distribui¢do que tende a distribui¢do gaussiana com média O e variancia 1.

Esse teorema expressa uma caracteristica importantes das distribui¢des normais: desde
que a condi¢do de Liapunov seja satisfeita, ndo importando qual seja a distribuicdo das varidveis
independentes que estdo sendo analisadas, para amostras grandes o suficiente, a distribui¢ao de
Z, se aproxima satisfatoriamente de uma distribui¢do gaussiana. Grosso modo, esse teorema
permite reduzir o estudo das distribui¢des de probabilidade dos elementos de X, para amostras
suficientemente grandes, a uma distribui¢ao de dois parametros, desde que as varidveis sejam
independentes entre si e que a convergéncia da distribui¢do de Z, ocorra. Sob a dptica da

estatistica, ele ratifica a importancia da definicdo 2 como ela foi apresentada.

A partir de aqui, facamos duas suposi¢cdes. A primeira consiste em admitir que as

derivadas d; := a%_, podem ser trocadas com as integrais de p em .2, de forma que vale®

/% dip(x; &) dx = 9; /%p(x;é) dx = 0;1 = 0. (2.2)

Essa suposi¢do pode ser entendida na perspectiva da estimativa de parametros, significando, sem
grande rigor, que a funcio escolhida para estimar um pardmetro de um dado modelo, na média,
aproxima-se suficientemente do valor verdadeiro dele. Essa colocagdo ficard mais clara na secdo

2.2.1, quando a métrica de Fisher for motivada a partir da metrologia.

J4, aspirando garantir a existéncia da métrica de Fisher em §, vamos pressupor que, para
todo pg € S e para todo & € E, o suporte supp(pg) := {(x,&) | p(x;&) > 0} de pg € constante
com respeito a &. Redefinindo 2" como supp(p) := {x € 2" | p(x) > 0}, obtemos que S é

simplesmente um subconjunto de &7 (£") definido como

P(X)=<p: Z —=R| p(x)>0paratodo x € %,/}p(x)dle

Observando a defini¢do de modelo estatistico, € possivel perceber que S apresenta
estrutura natural de variedade diferenciavel, no sentido de que a estrutura diferencidvel .« dela é
constituida unicamente pela carta global (S,¢ 1), ou seja, & = {(S,9~!) }. Dessa forma, ¢!
€ um sistema de coordenadas em S, cujos campos candnicos 3%, serdo denotados por J; para
i € J. Assim, quando estivermos tratando de modelos estatisticos, estaremos os considerando
como variedades diferencidveis. Observe que podemos mudar os pardmetros de S através de

um difeomorfismo y : £ — Z, com & C R" também aberto. Isso produz um segundo modelo

6 Quando uma estrutura de variedade for adicionada aos modelos estatisticos, isso significard que, dado

um sistema de coordenadas no modelo, seus campos coordenados d;, agindo como derivagdes em pe,
podem ser trocados com as integrais de p em 2.
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estatistico S com atlas natural sszv = {(§ , (¢) o l;/)_l) } Note que, essencialmente, S e S codificam
a mesma geometria, apesar de serem modelos distintos. Isso motivou autores como Amari a
considerar, em (AMARI; NAGAOKA, 2000), como equivalentes modelos como S e §, que se

diferem apenas por uma mudanca de parimetros ¥ : £ — = que é um difeomorfismo’.

2.2 A métrica de Fisher e o tensor de Amari-Chentsov

2.2.1 Motivacao: a informacao de Fisher e a desigualdade de Cra-

mér—Rao em metrologia

A fim de motivar a definicdo de métrica de Fisher a partir da informacdo de Fisher,
partiremos de uma constru¢do da desigualdade de Cramér—Rao tomando como contexto a
metrologia. Esta subsecdo é baseada em (MAGNO, 2020; ZHENG, 2011), de maneira que

acompanharemos de perto alguns detalhes presentes nessas referéncias.

Suponha que tenhamos um conjunto de dados de um experimento, a partir do qual
queremos estimar algum parametro especifico. Esse € um empreendimento que se coloca dentro
dos estudos da metrologia, que se configura como a ciéncia que compreende os aspectos tedricos
e praticos da medi¢ao (KOBAYOSHI, 2018). Assim, a partir da andlise desses dados, podemos
nos questionar a respeito da quantidade de informagio® que eles carregam sobre o parimetro
cuja estimativa é de nosso interesse. E esse questionamento que guiard o que serd apresentado

nesta subsecao.

Isso posto, considere que desejamos estimar o valor verdadeiro &, constante, supondo
sua existéncia, de um tnico parimetro & referente a um fendmeno que estamos experienciando.
Para tal, preparamos nosso sistema, que se encontra em um estado inicial. Depois disso, ocorre
um processo dindmico que muda esse estado inicial para um estado final. Apds isso, fazemos a
medi¢do experimental e armazenamos na varidvel aleatéria X; o resultado da medida. Repetimos
esse procedimento n € N vezes, guardando em X; o resultado da i-ésima medida. Ao final dessas

repeti¢des, temos o vetor aleatério’ X = (Xi,...,X,).

Com o intuito de estimar &,, utilizamos um estimador ndo enviesado de &. Por estimador
ndo enviesado entende-se um estimador tal que a média sobre todas as amostras de uma estimativa
€ o valor verdadeiro do parametro, ou seja, aquele que, em termos amplos, seria obtido em um
processo de medicao sem erros (MURRAY; RICE, 2017). Em outras palavras, En (X) toma a

7 Em (AMARI; NAGAOKA, 2000), Amari nomeia de variedade estatistica um modelo S munido da
estrutura diferencidvel dada pelo quociente sob a relacdo de equivaléncia que identifica S e S como
equivalentes. Contudo, nos trabalhos de Lauritzen, como (LAURITZEN, 1987), essa nomenclatura
aparece em um contexto distinto, sendo usada no estudo da geometria que emerge ao partirmos de
uma variedade diferencidvel e darmos a ela uma estrutura que reflete aspectos estatisticos.

Aqui, informagdo possui um sentido intuitivo e pouco preciso.

®  Um vetor aleatério é uma n-upla de varidveis aleatorias.
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verdadeira'® distribuicio de probabilidade p,(X;&,) de X e estima o parAmetro &, de maneira
que, para obtermos &,, idealmente precisamos conhecer p,(X;&,). Contudo, em geral, ndo é
conhecida a verdadeira distribuicdo p,(X; ﬁv), nem mesmo, previamente, qual € o valor de &,.
Devido a isso, usualmente delimitamos os valores que En (X) pode assumir a um conjunto E C R,
que corresponde, nesse exemplo, ao ja apresentado espaco de parametros. Desse modo, para cada
& € E, temos uma distribui¢do p, (X é) onde, idealisticamente, p,(X; év) € alcancada quando

n — oo, supondo que essa convergéncia ocorre.

Chamando p,(X;&) de fungéo de verossimilhanga, como queremos encontrar o para-
metro de E mais provavel, definimos o estimador que nos fornece esse parametro, chamado de

estimador de médxima verossimilhanca, dado por

EML o .
& (X) = argmaxp,(X;&).
EeE
Lembrando que a funcdo logaritmo € mondtona crescente, tomar o miximo dela, em esséncia,
é 0 mesmo que tomar o maximo de seu argumento. Desse modo, podemos reescrever EML(X)

como

g,i"L(X):ar%rréaxﬁn(X;é), 6 (X;E) :=1npy(X;E).

A maximizacdo de ¢, em E dada pela expressdo anterior pode ser entendida via o calculo da

derivada de /¢,,, que é dada por

e = S,
Assim, quando § — &, 1 Ipu(X;E)
/ . j— pn ’
6, (X:6) = e oe Y

Perceba, agora, que a ocorréncia de eventos de grande probabilidade ndo nos proporciona, no
geral, grande informacao sobre o que estamos estudando pois, realizando o experimento apenas
algumas vezes, conseguimos analisar consideravelmente o fendmeno de forma empirica. Em
contrapartida, se um evento pouco provavel ocorre, ele nos fornece muita informagao, permitindo
que novas hipéteses sejam feitas, por exemplo, ou que a teorizagio que estava sendo formulada
seja questionada. Esse dltimo caso pode ser traduzido, matematicamente, em |¢},(X;&)| ser
grande quando comparado com os eventos mais provéveis ou, equivalentemente, ¢, (X;&)?
ser grande sob essa mesma comparagio. Em outras palavras, ¢/, (X;&)? é um quantificador de

informacao que conseguimos obter sobre o fendmeno a partir de X.

Suponha, entdo, que uma unica observagao seja feita, ou seja, que n = 1. Nessa situacao,
X € apenas uma varidvel aleatdria. Note que o que estd sendo feito € tentar codificar a informacao
a respeito do experimento em termos do pardmetro &: quanto mais préximo & estiver de &,,

menos informagdes ¢é obtida. Contudo, a expressdo para ¢{ (X ;& )2 é dependente dos eventos que

10" Com o adjetivo “verdadeiro”, queremos nos referir as grandezas referentes a &, e que, idealmente,
correspondem ao fendmeno estudado.
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podem ocorrer, ou seja, dos valores que X pode assumir. Para lidar com isso, tomemos a média
de ¢} (X;&)? sobre X. Assim, definimos

G(8) == Eg [(1(x8)7] = [ 61(mE)*pi(x8) d

chamada de informagdo de Fisher em &, como essa medida informacional'!.

Suponha, agora, que n > 1 observacdes sejam feitas e que X1, X5, ..., X, sdo independen-
tes e igualmente distribuidas. Nesse caso, a independéncia nos garante que uma medi¢ao nao ird
influenciar nas outras, de maneira que podemos as tratar como observagdes individuais. Assim, a

informacdo codificada na i-ésica varidvel aleatoria € apenas

Gi(&) = [ tix&Ppilng) v 2.3)

Ja, como as varidveis aleatdrias sao igualmente distribuidas, sabemos que as observagdes sao
obtidas a partir da mesma distribuicdao de probabilidade. Dessa forma, ao tomarmos a média
sobre todos os valores acessiveis a cada varidvel ponderados por p;(x; &), teremos que p;(x; &)
serd a mesma para todas essas varidveis. Logo, obteremos o mesmo valor G;(§) para todas
elas. Desse modo, a informagdo fornecida por X = (X1,...,X,), pensada como somatdrio das

informacdes 2.3 de cada X;, é simplesmente

G(&) ==Y Gi(§) =nGa(&).

icJ

Perceba que esse resultado simples advém do fato das varidveis serem independentes e
igualmente distribuidas. Nos casos mais gerais, esperamos que uma medi¢ao possa interferir na
outra, de forma que 2.3 dependa das outras observacdes, de maneira que a observagao i influencia
na observacdo j e vice-e-versa. Isso nos fornece indicios de que uma maneira mais geral de tratar

essa informagao € através de uma matriz, chamada de matriz de informacao de Fisher.

Ainda tratando do caso de n medidas independentes e igualmente distribuidas, suponha
que Varg [5] é finita. Defina &(&) := E¢ [5 (x)} e perceba que

Varg [£,(x;€)] = Ee [(£4(x:€)?] — (e [64(::€)])* = nGu(&),

onde a primeira expressdo acima utiliza-se da suposi¢ao 2.2. Como ¢/, (x; &) é usado para auxiliar
na determinacdo do valor dos parametros que maximizam a fun¢do de verossimilhanca, é legitimo

mensurar a dependéncia entre ele e £(x), o que pode ser feito através do célculo da covaridncia

" Quando estivermos tratando dos possiveis valores assumidos por X, usaremos x.
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entre eles. Desse modo, temos que

Cove |E(). 6,(:8)] = B [ (E(x) —E(8)) 61(:))

Segundo a desigualdade de Schwarz (DEGROOT; SCHERVISH, 2011), sabemos que

~

(Cove [E@).£4(:8)] ) < Vare [E0)] Vare [44(x:8)]

Consequentemente, temos que
— 2
v [1] > (€@
ar > —
: nGi(€)
que € conhecida como desigualdade de Cramér-Rao. Para um estimador ndo enviesado, € verdade

que & (&) = &, de maneira que El(é) = 1 e a desigualdade acima se escreve como

Vars[€] = Loy

A variancia de um operador é uma medida de qudo dispersas as estimativas estdo ao
redor da média dos valores obtidos, que no caso de um estimador ndo enviesado, coincide com o
valor verdadeiro do parametro. Assim, a partir da construcao feita acima, podemos perceber que
quanto maior for G(& ), melhor serd a estimativa feita, de maneira que é coerente chamar G(&) de
informacdo ou, mais precisamente, de informacgdo de Fisher, uma vez que ela, de fato, quantifica
informacdo, essa ultima tomada no sentido intuitivo. Além disso, vemos que a definicao de G
pode ser entendida partindo de um contexto empirico, tendo um significado que se estende para

além da geometria riemanniana.

2.2.2 A informacao e a métrica de Fisher

Motivados a chamar 2.3 de informacao de Fisher devido ao seu significado no contexto

de metrologia, definamos-na, agora, com mais precisao.

Defini¢do 3 (Matriz de informacédo de Fisher). (AMARI; NAGAOKA, 2000) Seja S = { pé}
um modelo estatistico n-dimensional. Chamamos de matriz de informagdo de Fisher de S em &,

denotada por G(§), a matriz n x n cujas entradas G;;(§), i, j € J, sdo dadas por

Gi(§):= [ at(a&)dstxEp(xE) v 4

onde ¢ (x) := £(x;&) = Inp(x; &) e, quando n = 1, G(§) é denominada de informagdo de Fisher
de Sem &.
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Perceba que G(&) pode divergir se assumirmos 0;f¢ € LY(2), i € I. Para lidar com esse
inconveniente, costuma-se assumir 8565 € L*(%), i €J, o que se justifica pela desigualdade
Cauchy-Schwarz. Além disso, G(&), aqui, corresponde ao mesmo G(§) de 2.2.1 para o caso
de apenas uma observacdo. Ademais, como foi visto anteriormente, essa expressiao pode ser
reescrita através do célculo da média, tal qual foi feito em 2.3. Dessa forma, 2.4 pode ser expressa

como

A primeira suposi¢ao que foi feita no capitulo anterior permite que a integrabilidade
do produto 0;fgdjle pe seja substituida, de forma equivalente, pela integrabilidade de 0;0;¢¢ pe,
com i,j € J, de maneira que 2.4 pode ser reescrita como

Gij(§) = —Eg [0idjle]. (2.5)

De fato,

Eg [oteoyte] = [ agzx’f%) %ip (’“f) plxg) de— [ 90p(xig) ds

= [ (2R gy
— B [aditg].

Oy [9jt]=0

J& a suposicao feita sobre o suporte das distribui¢des de S garante que o denominador de

dip(x;€)

M) = E)

ndo se anule, parai € J.

Supondo, agora, a independéncia linear do conjunto'? {d;,...,d,} para todo & € E, entio
G(&) é positivo-definida em E. Consequentemente, como G é simétrica e a fungdo & — G(&)
¢ suave, G define unicamente uma métrica riemanniana (-,-) em S, também denotada por g,

chamada de métrica de Fisher!3.

Definicao 4 (Métrica de Fisher). (AMARI; NAGAOKA, 2000) Seja S um modelo estatistico

n-dimensional. Chamamos de métrica de Fisher a métrica riemanniana dada por

s =e: [ (55) (5] 26

para todo & € E e para todos os vetores X,Y pertencentes ao espaco tangente Ty(£)S de S em
¢(&). Nabase {dy,...,d,}, tal métrica é dada por G(§).

12" Essa € uma condigdo de ndo singularidade do modelo estatistico visto como variedade diferencidvel de
dimensao 7.
13 Essa métrica pode aparecer na literatura, também, como informagdo métrica.
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Como vimos na motivacdo 2.2.1, a informacao de Fisher ndo se estabelece como uma
defini¢do artificial. Agora, com o intuito de fornecer um exemplo de como a matriz de informagao
de Fisher, em si, aparece espontaneamente em determinados contexto, vamos partir da entropia

relativa )

Dki(pe s pe,) = /% pg (x)In % dx
entre duas distribui¢des pg, , pg, de um modelo estatistico'* § (NIELSEN, 2022). Ela também ¢é
chamada de divergéncia de Kullback-Leibler e, por mais que ela ndo seja uma métrica, ela possui
todas as propriedades de uma quase-métrica em S, exceto a desigualdade triangular, podendo ser
interpretada como uma medida de quao diferentes sdo as distribui¢des pg, e pg, (MANNING;

SCHUTZE, 1999).

Ao fazermos a expansio em série de Taylor da entropia relativa ao redor do parametro &,
€ possivel observarmos o aparecimento da matriz de informagao de Fisher no seu segundo termo.
Com efeito, sendo S um modelo estatistico n-dimensional e considerando pg € S, podemos

€screver

pe(x)
Petae (%)
Sabemos que o termo quadrdtico da expansdo em série de Taylor de Dk em torno de & é
%déTHess(DKL)dé , onde Hess(Dk/ ) é a matriz hessiana de Dgz em & (ARORA, 2011). Devido
a isso, calculando as derivadas de segunda ordem da divergéncia de Kullback-Leibler, obtemos

pe(®) [(9i9jpg+dg)(X) (Oipetae) (x) (9perae) (%)

Dir(pe;Peyag) = / dx.

1
P (x)In

—_ dx’

99iDk1 (Pe:Pevag) = — / Peaz (%) PEae ()

Z

para todo i € J. Entdo, no limite em que d§ — 0, temos que

[ Ope(X)dipe(x)
Hy= [, ST A= Gil6).

Dessa maneira, observamos que a matriz de informagao de Fisher surge espontaneamente

quando ocorrem aproximacoes locais da entropia relativa (NIELSEN, 2022).

J4 a naturalidade'> da métrica de Fisher pode ser entendida através do Teorema de

1

Caracterizagio de Chentsov, que garante que ela é a tinica'® métrica riemanniana em modelos

estatistico sobre conjuntos finitos que € invariante sob morfismos de Markov, ou seja e grosso

14 Pelo nome, é esperado que Dk, relacione-se com a entropia de Shannon e isso, de fato, ocorre. A

entropia de Shannon de pg, € S, entendida como uma medida da incerteza média de uma varidvel alea-
téria com distribuigdo pe, , € definida como h(pg, ) := — [4 pe, Inpg, dx (COVER; THOMAS, 2006;
NIELSEN, 2022). Assim, dadas pe, , pe, € S, podemos escrever Dxr(pe,; pe,) = ™ (pe,s pe,) — h(pe, )
onde h*(pe,; pg,) := — [4 Pe, Inpg, dx é chamada de entropia cruzada entre pe, e pe, (NIELSEN,
2022).

Durante esse trabalho, quando o termo “naturalidade” surgir, significard que o objeto por ele adjetivo
se destaca dentro do contexto estudado.

Mais precisamente, ¢ a tinica a menos de constantes multiplicativas reais e positivas.

15



44 Capitulo 2. Modelos estatisticos: uma apresentacdo na perspectiva da geometria riemanniana

modo, mapas que associam elementos de 2 com medidas de probabilidade em um outro outro
conjunto 2”/(NIELSEN, 2022; AY et al., 2017). Esse teorema serd apresentado com mais

cuidado em 3.2.

2.2.3 O tensor de Amari-Chentsov

Como citado em 1.1, os trabalhos de Chentsov estudando familias de distribui¢des
de probabilidade munidas da métrica de Fisher e de uma conexdo diferente da conexao de
Levi-Civita dela conduziram-no a descoberta de um campo tensorial que, futuramente, viria a
desempenhar uma funcao significativa dentro da geometria da informacdo. Em determinados
contextos, como aqueles advindos dos trabalhos de Lauritzen (LAURITZEN, 1987), esse campo
aparece sendo referido como tensor de assimetria, tensor de “skewness” ou tensor 3-simétrico,
enquanto que, em referéncias que tratam de geometria da informacao finita, ele pode surgir com
o nome de tensor de Amari-Chentsov ou apenas tensor de Amari. Neste trabalhos, optamos
por nos referirmos a esse campo tensorial como tensor de Amari-Chentsov quando estivermos
tratando de modelos estatisticos, especialmente, em contexto de amostras finitas, e de tensor
3-simétrico quando a abordagem for vertida e estivermos estudando, de maneira mais geral,

variedades estatisticas.

Dito isso, sendo uma métrica riemanniana, podemos interpretar a métrica de Fisher como
um campo tensorial covariante de rank 2 simétrico. Partindo disso, € possivel compreender
o tensor de Amari-Chentsov como uma versio de rank 3 dessa métrica, sendo caracterizado
por invariancias tal qual sua versdo 2-covariante. Estabelecida, entdo, a ideia que conduz a sua

defini¢ao, apresentemos tal campo.

Definicao S (Tensor de Amari-Chentsov). (AY et al.,2017) Seja S modelo estatistico. Chamamos

de tensor de Amari-Chentsov o campo tensorial 3-covariante simétrico em todas as suas entradas

oo (R)G)GE)] e

para todo & € E e para todos os vetores X, Y, Z pertencentes ao espago tangente Ty£)S de S em

9(5)-

e dado por

Dessa forma, em um sistema de coordenadas ¢, T escreve-se, para todo & € &, como
Tul8) = || o E)9(x:E)dl(x:E)p(x:E) d.

Além disso, note que a convergéncia da integral de T'(§) estd condicionada as derivadas
no argumento da média 2.7 pertencerem a L3(% ), sendo que a justificativa disso segue do

mesmo comentdrio feito sobre integrabilidade quando apresentamos a métrica de Fisher.
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2.3 As a-conexoes e a relacao entre distribuicoes gaus-

sianas e a geometria hiperbdlica

Como foi destacado no inicio em 1.1, nos precedentes da descoberta do tensor de Amari-
Chentsov, Chentsov estudou os modelos estatisticos rompendo com o paradigma que estabelecia
a conexao de Levi-Civita como a mais adequada para esse estudo. Posteriormente, Amari e
Nagaoka generalizariam essa abordagem vanguardista por meio da introducdo das o-conexoes:
uma familia uniparamétrica de conexdes lineares que engendrava tanto as descobertas de Efron e
Dawid quanto a conexd@o de Levi-Civita. Sendo, entdo, uma generalizacdo dessa ultima e, devido
ao fato das conexdes lineares serem determinadas por seus simbolos de Christoffel, é coerente
calcular os simbolos da conexdo de Levi-Civita da métrica de Fisher para, assim, visualizar como

as o-conexdes irdo a englobar. Para tal, € facil ver que

9igjr = Be [(919j¢e ) (9hle)] +Ee [(9Le) (ddkle) | +Ee [(91fe) (9jte) (kle)]-
Por simples mudanga de indices, essa expressdo nos fornece como d;gi € dig;;j escrevem-se em
coordenadas. Assim,

Lik(8) = Z 71 (8)gmk(S)

mel

— % (8l-g,-k(§) —|—(9jg,'k(§) — akgij(é:))

= By [(9d5tz) ()] + 3B [(3ite) (3382) (30t

Perceba que uma perturbacdo no segundo termo acima, digamos por — /2, com

o € [—1,1], ainda produz uma conexdo. Essa € ideia subjacente as ct-conexdes.

Defini¢io 6 (-conexdo). (AY et al., 2017) Seja S um modelo estatistico e o € [—1,1]. As

at-conexdes V(¥ sdo conexdes lineares em S determinadas por

Tije(§) = Eg [(id5e) (k)] + I_TaEé [(dite) (9jte) (Ihte)] (2.8)

para todo £ € E. Elas compdem uma familia de conexdes parametrizadas por «.

Note que V() coincide com a conexdo de Levi-Civita, como esperado. E importante
ressaltar que essas conexdes serdo melhor desenvolvidas nos proximos dois capitulos, onde elas
serdo reapresentadas através de duas perspectivas distintas: no capitulo 3, em um contexto de
amostras finitas e, no capitulo 4, através da no¢ao de dualidade entre conexdes, onde comenta-
remos um pouco mais sobre a restri¢do de a a [—1, 1]. Entretanto, uma primeira caracteristica
evidente dessa familia de conexdes € a auséncia de tor¢do por parte de seus elementos. Da
geometria riemanniana, sabemos que uma conexao linear € livre de tor¢do se seus simbolos de

Christoffel Fﬁ.‘j s@o simétricos em i e j em algum sistema de coordenadas, para todo i, j € I (AY
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et al.,2017). Observando 2.8, vemos que isso € satisfeito para as o-conexdes devido a simetria

de derivadas segundas de {¢ advinda do Teorema de Schwarz.

Ademais, as a-conexdes podem ser interpretadas a partir dos desenvolvimentos de
Jeffreys a respeito de aproximacdes locais da divergéncia de Kullback-Leibler. Em seus estudos,
o termo quadrdtico em que aparecia a matriz de informac¢ao de Fisher foi interpretado como o
elemento quadratico de comprimento riemanniano ds¢ induzido por essa métrica (NIELSEN,

2022). Em outras palavras, da expansdo em série de Taylor de Dk ao redor de Pe € S, ele obteve

dse = /dETG dE. (2.9)

Desse modo, a priori, a maneira mais natural de se medir dissimilaridade entre duas distribui¢des
Pg, © pg, de um modelo estatistico § € através da distancia de Fisher-Rao pr, que consiste

naquela obtida via ds por
1
Pr(pe,Pg,) == inf /0 dsy(p)dt,

onde () € geodésica riemanniana com as condi¢des de contorno ¥(0) = pg, e ¥(1) = pg, (NI-
ELSEN, 2022). Assim, as o-conexdes permitem mensurar a dissimilaridade entre distribui¢des
de um modelo, perturbando a no¢do de distancia riemanniana com o intuito de que ela se adapte
melhor ao modelo que estéd sob andlise. Como exemplo disso, temos a familia exponencial, que
consiste em uma familia de distribuicdes de probabilidade cuja conex@o usualmente considerada
apropriada para lidar com ela é a conexdo exponencial V(1) devido 2 sua propriedade de ser
plana nesse modelo. Outro exemplo € a conexdo mistura v, que apresenta essa mesma

caracteristica na familia mistura, uma outra familia de distribui¢cdes de probabilidade.

Figura 2 — Representacao gréfica de diferentes medidas de dissimilaridade entre duas distribui¢des pe, e
Pg, de um modelo estatistico S do ponto de vista da ot-geometria. Supondo suas existéncias,
Y0 =% & 4% representam, respectivamente, geodésicas relativas a V0, V(=@ ¢ v(@)
ligando essas distribui¢des

Fonte: Adaptada de Nielsen (2022, p 4).
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Observe que 2.9 € invariante sob reparametrizacdes suaves invertiveis (NIELSEN, 2022).
De fato, denotemos por G a matriz da métrica de Fisher no sistema de coordenadas &. Conside-

rando um segundo sistema 1], temos que essa matriz, escrita nele e denotada por G", satisfaz

an; T an;
= [52), 5],
aéj ij aéj ij

Sendo a mudanga entre £ e 1 suave, sabemos que, para todo i € J,

c?n,-
dn; = dé;.
,-GZ}%J' ’

Assim, o termo interior a raiz em 2.9 pode ser expresso como

an; an;
T n _ Trm
dé [3511],(; [86]1 dé =dn’' G"dn,

e, consequentemente, ds§ = dsy. Por conseguinte, no caso da familia de distribui¢es gaussianas,

parametrizacdes pela média u junto 2 varidncia 62, ao desvio padrio ¢ ou a v/26, produzem a
mesma distancia de Rao. Dito isso, estudemos, brevemente, qual estrutura geométrica emerge do

modelo das distribuicdes gaussianas quando partimos da parametrizacio (u,v/2c). Considere,

entao,
1 _Gw?

e o2
V7o

p(x (1, 0)) =

Y

com U €R, o € (0,). Assim,

2
/ 1 1 _@ 1 _(«Hzt)2 i 2
= —1n e [ e o = —
S = VTo Vo o2

2
© (0 1 _ew? 1 _=p? 2
— —1 o2 o2 dx= —
8oo / (80 n(ﬁce )) \/Ece o2
8uc = 8ou

B <x—p2L>2 al 1 ,(x—g)z 1 ,(x—gﬂ &
/ 86 \/_G Em . \/Ece \/Ece

=0

Logo, a matriz de informacao de Fisher G(u,0) := G((u, o)), nesse caso, escreve-se como

swa=5(y 1)

Essa € uma expressao célebre, associada a uma estrutura geométrica reconhecida desde o

final do século XIX, sendo essa a estrutura hiperbélica. Ela pode ser apresentada, sumariamente,
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por meio da histéria do Postulado das Paralelas. Sendo um dos postulados introduzidos por
Euclides na cléssica obra “Os elemento” (EUCLID, 2008), ele teve atrelado a si uma sequéncia de
tentativas falhas de o demonstrar, como € possivel observar nos trabalhos do britanico John Play-
fair, do francés Adrien-Marie Legendre e do hiingaro Farkas Bolyai (LEWIS, 1920). Entretanto,
entre as décadas de 1820 e 1830, o filho de Farkas, Janos Bolyai, partindo da nega¢do do postu-
lado, desenvolveu uma geometria completamente compativel com os demais quatro postulados
da axiomdtica de Euclides, como suspeitava o proprio Gauss (LEWIS, 1920). Em complemento
a isso, é importante pontuar que a elaboracdo do cerne do que hoje é conhecido como geometria
hiperbdlica ndo esta restrito a Jdnos, mas se encontra presente nos trabalhos de seu contempora-
neo russo, Nikolai Lobachevsky (DANI; PAPADOPOULQS, 2019), que, inclusive, nomeia um
dos modelos bidimensionais para essa geometria. O Plano de Lobachevsky, também conhecido
como Semiplano de Poincaré, consiste no semiplano superior H? := {(x,y) € R? | y > 0} munido
da estrutura de variedade herdade de R? e da métrica riemanniana expressa em coordenadas

retangulares como

(x,) 1 ({1 0
_x’ = —
82X, Y y2 0 1

Perceba que H” e o espaco de parimetros = das distribuicdes gaussianas sdo difeomorfos.
Observando que G(u,0) = 2g2(1, o), concluimos que, a menos de um fator conforme, a
métrica de Fisher no modelo estatistico em questdo coincide com a métrica hiperbdlica do modelo
do Plano de Lobachevsky. Desse modo, informagdes sobre a geometria hiperbdlica nos fornecem
conhecimento sobre a geometria presente no modelo gaussiano. Por exemplo, sabemos que a
curvatura desse ultimo, visto como variedade riemanniana, é constante e estritamente negativa.
Além disso, as geodésicas respectivas a conexdo de Levi-Civita nesse espagco sao imagens,
pelo sistema de coordenadas (a menos da reparametrizacdo), de semirretas ou semicirculos

perpendiculares a o = 0.

Figura 3 — Representacio grifica da semelhanca entre H? e E no caso da familia de distribuicdes gaussia-
nas. Em H?, estio ilustradas as curvas ; e 75, que contemplam o formato das geodésicas de

(H27gH2)

o Yy

[1]
==
(R}

14

Fonte: Elaborada pelo autor.

X
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Por conseguinte, os comentérios acima expdem uma relagcdo direta entre dois objetos
que sdo importantes em dreas consideradas distintas: um na estatistica e outro na geometria
riemanniana. Por um lado, através de 1, as distribui¢des gaussianas podem ser interpretadas como
naturais no tratamento de grandes amostras, quando se hd a hip6tese de independéncia e igual
distribuicdo. Por outro lado, a geometria hiperbdlica se destaca como uma das trés geometrias

que, em dimensao dois, caracterizam superficies conexas fechadas através de curvatura constante.
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CAPITULO

GEOMETRIA DA INFORMACAO FINITA

3.1 Introducdao a uma abordagem extrinseca: apresenta-
cao de &, (4") através de algebra de funcdes sobre

um conjunto finito

A geometria da informagao apresentada em 2 possui um cardter geométrico intrinseco de
andlise dos modelos estatisticos. Em outras palavras, os modelos estatisticos sao compreendidos
como variedades diferencidveis e neles sdo definidos objetos de carater geométrico, como a
métrica de Fisher, o tensor de Amari-Chentsov e as o-conexdes. Contudo, abordagens mais
recentes partem de uma uma perspectiva extrinseca de andlise, em que os modelos estatisticos
perdem parte de seu protagonismo como objetos estatisticos e sdo tomados ja inicialmente como
variedades. Isso significa que os espagos de parametros sdo mergulhados em espagos de medidas
e a geometria deles € definida em termos desses mergulhos. Nos casos em que os espagos de
medidas possuem dimensao infinita, surgem diversas dificuldades técnicas em que, usualmente,
sdo utilizadas variedades de Banach para as resolver (AY et al., 2017). Entretanto, no caso
finito, elementos de andlise nessas variedades sao dispensdveis. Frente a isso, dados os ganhos
tedricos de contemplar uma abordagem extrinseca, apresentaremos-na neste capitulo no caso
finito. E importante pontuar que, por mais préximas que sejam algumas construcdes, resultados
e definicdes no caso intrinseco e no extrinseco, como destaca (AY et al., 2017), essas abordagens

nao sdo completamente equivalentes.

Dito isso, seja 2 = {x1,x2,...,X,+1} um conjunto finito ndo vazio. Seja, também,
F(Z) a dlgebra de fungdes de 2 a R, cuja base candnica é denotada por
Bz a)= {e1,...,ent1}. Por base candnica, entende-se as funcdes ¢; : 2 — R tais que
ei(x;) = 0;j, onde §;; representa a delta de Kronecker de i e j. Note que .# (Z") € isomorfo

a R"*!. Sendo 1 a identidade dessa 4lgebra, usaremos a notacdo R para nos referirmos ao
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subespaco vetorial R- 1 de .% (Z") composto pelas fun¢des constantes, ou seja,

R:=R-1:={c-1€ #(Z)|ceR}.

Isso posto, denotando por! .7(2°) = .F(2')* o espago dual de .#(Z"), podemos
interpretar as formas lineares a € .7 (.2") como medidas assinadas® sobre a o-dlgebra discreta
P(Z") de 2 . Isso se deve ao fato presente em (YEH, 2014) e que consiste em, dado a € .7 (.2"),
existir uma dnica medida de Radon A : P(2") — R assinada e finita tal que, paratoda f € % (2"),

a(f) =Y fx)A(x).
icl
Isso pode ser pensado como uma consequéncia do Teorema da Representacdo de Riesz e ndo sig-
nifica que os elementos de .’(2") sdo medidas, mas que, escritos em B g (o) = {st,...,6m 1)
base dual de Bz (4, 0 i-ésimo coeficiente a; de a € igual a A (x;).

Colocado isso, é possivel definir algumas variedades uteis, que consistem na variedade
de medidas finitas positivas sobre® 2", denotada por .#, (Z'), e na variedade de medidas de
probabilidade positivas sobre .2°, conhecida por &2 (Z"). Mais precisamente, considerando os

elementos de . (2") escritos em B o (),

ML) = {HEY(%) w; >0, ie]},
D)= {5 €M () Z§i=1}~
il

Como .# (") é subvariedade aberta de .”(.2"), a diferencial da fung¢do inclusdo em
cada ponto de .#, (:Z") é isomorfismo e, consequentemente, os fibrados tangente e cotangente

dela sdo
TMAL) = M X)x S (L), T M X) = Mo (X)) x F (L),
uma vez que sabemos que, como .¥(Z") € espago vetorial,

TA(X)= (X)) (L), TS X)=S(X)x F(X).

Calculemos, entdo, o fibrado tangente de &7, (Z"). Para tal, consideremos a carta global
(971 (E),9) de 2, (2") dada por

0: 2 (Z)—E, E=Y &6 — (&,....5), 3.1
il
Por vezes, escreveremos . (2")" = .%(Z") ou . (Z") = F(Z')*, onde as igualdades devem ser
entendidas a menos de isomorfismos.
Alguns autores se referem a medidas assinadas sobre uma o-4lgebra como cargas, em didlogo com a
fisica (BARTLE, 1995).
3 Por vezes, na literatura, .2 (2") pode ser referida como cone positivo (CAMPBELL, 1986).
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onde E é o aberto de R" dado por

icJ

z={<él,...,én>eR"

£§,~>0,i:1,...,n,25,-<1}. (3.2)
Sejam, entdo, & € P, (2 )ec: (—¢€,€) = P (Z) curva suave tal que ¢(0) = &. Escrevendo
c(t) = Zci(t)Si,
icl

temos que

Yl =2 Y cilt) =0

iel icl
———
1

Desse modo, obtemos que

Ty P () = {E} X A2,
onde

(L) = {Zgisf c.Z(Z)

il

re-of

iel
€, consequentemente,

TP (X)=P(Z)xA(XL).
A partir disso, calculemos o fibrado cotangente de &2, (Z"). Obviamente,
T°P(X)=P(Z) x (L),

contudo, vamos escrever .%(2") em termos de .# (), ja que S(2") C L (Z') = F(2)*.
Para tal, defina a funcao
p:F(X) — H(2)
f—wv,
onde v € o funcional
y: HN(2)—R
a— a(f).

Podemos notar que o nicleo de p sdo as fungdes constantes, ou seja, kerp = R. Para tal,
perceba que dim.%)(2")* = dim £ (Z") = n. Assim, pelo Teorema do Nucleo e da Imagem
aplicado a p, temos que kerp é o subespago vetorial de .% (2") de dimens@o unitdria, isto &,
o subespaco gerado por 1. Dessa maneira, fica evidente que ker p = R. Aplicando o Primeiro
Teorema do Isomorfismo?, temos que .7 (.2")* é isomorfo a .# (Z") /R, onde podemos destacar
o isomorfismo natural
p:F(2)R— H(X)
fHR—p(f).

Por Primeiro Teorema do Isomorfismo, entende-se o teorema que afirma que, dada p : V — W uma
transformac@o linear entre os espacos vetoriais V e W, entdo V / ker(p) é isomorfo a Im(p). (ROMAN,
2007)

4
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Logo, concluimos que

TP (X)) = P (X)) x F(X)R.

1

Por completude da exposi¢do, podemos expressar p~ em termos de 2 2)- Para tal,

dada f € % (2 )*, consideremos uma extensdo® f € .7 (2°)*, de maneira que

p ()= (Zf"e,-) +R,

icJ

onde f:= f(Si ), i € I. Para mostrar que a expressdo acima estd bem definida, dada f € (. 2")*,
considere fi e f> extensdes de f a .7 (2). Como . (%) = (X)) ® S (Z )+, para todo
ae€ (), sabemos que
at=0= Za,’(Si)L,
icl
onde (8')* indica a projecio perpendicular de 8/ em .%y(.Z"). Assim, como ¥ ;c;a; = 0, temos

que (8)* sdo iguais para todo® i € I. Isso posto, invocando a linearidade de ]71 e ]72, obtemos que

;fl (8") ei+R 2; :fi ((6")L> +h ((Si)Tﬂ ei+R

X[ (1) () o
X[ () (7)o

onde ¢ := f ((5’) L) ~f ((Bi)l>, de maneira que p ! (f), como foi apresentada, independe
da extensdo de f tomada.

Ademais, calculemos agora os vetores coordenados de 7 (Z"). Perceba que a inversa
de 3.1 é dada por

0! B 2D, (xl,xz,...,xn)Hin5i+ I—in &1
ic] ic]
Desse modo, temos que

-1
AE) = (6= (o) =5 -5, ey

sao tais vetores coordenados.

5
6

A existéncia dessa extensdo pode ser vista como consequéncia do Teorema de Hahn-Banach.
Os elementos f € ker p sdo tais que, para todo a € % (Z), a(f) = Yicsaif' = 0. Note que essa dltima
igualdade é andloga a ¥;; a;(6%)" = 0. Desse modo, observamos que (8°)* sio iguais para todo i € I.
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Figura 4 — Representacdo grifica de &7, (2") paran = 2. E possivel observar o aspecto de 2-simplexo de

PUZ)

Fonte: Adaptada de Ay et al. (2017, p 28).

Além disso, como o conjunto {8/ — §"*! | i € J} é base para .#y(.2"), podemos calcular
sua base dual, dada pelos elementos

dx;:=e¢;+R, iel.

Desse modo, para todo f + R, temos que

f+R= (Zf’é,) +R

iel
=Y file+R)+ ! [(1—Zei> +R
ieJ ieJ
=Y fi(ei+R) =Y /"' (ei+R)
ieJ ieJ
_Z f fn+l
ieJ

ou seja, nessa base, os elementos f + R possui coeficientes f' — f"*! para f € .7 (2") (AY et
al., 2017).

3.2 A métrica de Fisher

Nesta secdo, vamos introduzir a métrica de Fisher ndo apenas em 2 (.Z"), mas em
M+ (Z). Para tal, comecemos estabelecendo, por meio da seguinte defini¢cdo, o mapa au, que

nos sera util.



56 Capitulo 3. Geometria da informacgdo finita

Definicdo 7. (AY et al.,2017) Dado u € .#(Z"), definimos o produto (-,-),, em .# (Z") dado
por

(f.8lu=u(fg) €R,  fge F(X), (3.3)
onde fg corresponde ao produto de fungdes da dlgebra % (2").

Note que o produto acima assemelha-se a uma métrica riemanniana em ., (2"), con-
tudo, tomando valores no espaco cotangente de .# (Z"). Assim, podemos pensar em isomor-
fismos entre % (27) e . (Z") que desempenham a fun¢do dos isomorfismos musicais em um

contexto legitimamente riemanniano para 3.3 em .Z (Z"). O primeiro consiste no isomorfismo,
y(%>—>5/<‘%‘), f'—><f7'>ﬂ7

enquanto o segundo, que compreende o inverso desse primeiro ¢ dado por

Ou: L (X)) = F(X),  dula Z—e, (3.4)
iel Hi

Isso nos permite definir em .%(.2") um produto andlogo a 3.3.

Definicao 8. (AY et al., 2017) Dado u € (%), definimos o produto em . (.2Z") dado por

da db a; b,’
a’b — - My
o u “(dédé) 2 o

para todo a,b € .(.Z"), onde jz 53 denota o produto entre ¢,l( a)e ‘5# (D).

Note que (-,-), ¢ um produto interno em .(£"). A partir dele, podemos definir uma

métrica riemanniana em ., (.Z") que é, de fato, a métrica de Fisher.

Definicdo 9 (Métrica de Fisher). (AY et al., 2017) Seja u € #(Z"). Dados A = (u,a),
B=(u,b) € Ty (X ), considere

gll(A’B) = 8(#)(14,3} = <a’b>li' (3~5)

A métrica riemanniana g tal que g7, , (2) = g(1) € chamada métrica de Fisher em .4, (2").

Note que, nesse contexto, 3.5 coincide com 2.6, mesmo os elementos de ., (Z") ndo
sendo, necessariamente, normalizados sobre’ 2. Dito isso, podemos induzir a métrica de Fisher
em &, (Z) tratando &, (:Z") como subvariedade riemanniana de .# (2"), ou seja, a métrica
de Fisher em Z2 (Z") pode ser definida como 1*g, que também denotaremos por g. Desse modo,

em &, (4"), a matriz de informacéo de Fisher tem entradas dadas por®
Gij(&) = 8¢ (9i(£),9;(£))
_ <6i_5n+1’6j_5n+1>é
_ <5i,5j>é + <5n+1,5n+1>§ _ <5i’5n+2>§ _ <5n+1,5j>
Por normalizados, entende-se que Y ;; it; = 1 para todo u € 4, (Z").

Fica implicito que, quando escrevemos d;(& ), estamos nos referindo ao vetor (§,9;(§)) € Te 1 (Z')
paraicJ.

5 9

8
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ou seja,

= S S€ 1=

éi + én+l ! ']
1

‘:n+1

Gij(&) =

, caso contrario,

cuja inversa consiste na matriz de entradas

Giigy_ | S1-8) iz
—&i€; , caso contrdrio.

Ademais, vamos supor que queiramos estudar variedades mergulhadas em ., (Z")
sob a 6ptica da métrica de Fisher, transferindo para elas, grosso modo, o cardter estatistico de
M+ (Z). Nesse contexto, podemos obter a métrica induzida nela pelo mergulho. Sejam, entdo,
M uma variedade diferencidvel de dimensdo n e m: M — #(Z") um mergulho dado por

m(§) = Y,ey pi(£)8'. Fazendo o pullback da métrica de Fisher através desse mergulho, obtemos,
paratodoA,B € Ty M,

8(8)(A,B) :=m"g()(A,B)

om dm
= 8m(¢{) JA’ OB
alnm,- 3lnm,~

= Ym0 SO ©).

Note que a expressdo anterior apresenta um formato préximo ao de 2.6, de maneira que a
métrica de Fisher pode ser interpretada como uma métrica riemanniana em M. O que se encontra
por trés disso sdo as diferencas entre uma abordagem intrinseca e uma extrinseca para se estudar
variedades sob a perspectiva da relagdo entre geometria e estatistica, que € fundante da geometria
da informagdo. Por um lado, no que foi apresentado acima, a métrica de Fisher foi induzida em
M pelo mergulho, enquanto que, por outro, ela poderia ter sido definida desde o inicio em M,

forma que serd mostrada com mais detalhes em 4.

Mostremos, agora, que (4 (Z2"),g) possui uma estrutura familiar do ponto de vista

geométrico. Para tal, considere o setor da esfera de raio 2 em .7 (:2"), dado por

Sr (X)) = {feﬁ(,%) ‘f(x,-)>0, iel, Zf(xi)2:4} CF(X).

icl

Considere, também, o difeomorfismo

n2 PUX) = (X)), E=Y &8 2 VEe

icl icl
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Figura 5 — Representacio grafica do difeomorfismo 7'/? entre 22, (2 ") e S24(Z")

A

1/2 i So (X))

\]

Fonte: Adaptada de Ay et al. (2017, p 33).

Vamos mostrar que 7t'/% é uma isometria entre (2, (2°),g) e (S24+(Z),§), onde § é a
métrica usual’ (-,-) de #(2") =2 R""! induzidaem S, | ().

Proposicio 1. (AY et al., 2017) O mapa '/? é uma isometria entre P (Z") com a métrica de

Fisher g e S» 4 (:Z") com o produto escalar canbnico induzido de .% (Z"), ou seja,

(971'1/2 877:1/2
dA " OB

(é)> =g:(AB), ABeT: 2. (X).

Em outras palavras, a métrica de Fisher coincide com o pullback da métrica padrdo em . (Z")
pelo mapa m'/2,

Demonstracdo. Sejam A = ), B=(&8,b) € T 7, (). Assim, temos que
8%1/2 8711/2 ol d
/2 1/2
< %), Era). G wPE4m)
- il gi %l
a: b
i€l éi i

I
oQ
e
~~
=

O

Podemos, desse modo, unir essa proposi¢do ao conhecido fato da geometria riemanniana
de que a esfera S, C .%(2") de raio 2 munida da métrica ¢ possui curvatura constante igual a

1/4. Consequentemente, observamos que &, (Z") apresenta essa mesma curvatura.

 Ou seja, paratodo f =Y, fle;e g = Yjer g’e; elementos de .7 (), a métrica (-, -) considerada em

F(Z)é(f.8) = Yuer '8~



3.2. A métrica de Fisher 59

Ademais, como foi citado em 2.2.2, entre as op¢des para se considerar a relevancia da
métrica de Fisher, encontra-se o Teorema de Caracteriza¢do de Chentsov. Ele nos garante que
essa € a Unica métrica (a menos de redimensionamento) que € invariante sob determinados mapas
importantes, chamados de morfismos de Markov, sendo, entdo, a métrica destacada no contexto
de modelos estatistico (DOWTY, 2018). Na defini¢do de tais mapas, aparece o conjunto das

medidas ndo negativas e normalizadas sobre 2", dado por

51'207251':1}-

iel

P = {g e A(X)

Dito isso, vamos os definir.

Definicdo 10 (Nicleo de Markov e morfismo de Markov). (AY et al., 2017) Sejam
X ={x1,x2,.... 5011} € 2" = {x|,x5,...,x],, | } dois conjuntos finitos ndo vazios, com n < m.
Definimos um niicleo de Markov K como um mapa K : 2" — 2(2"') dado por
) m+1 o,
K(x)=K":=) K&
=1
Cada nucleo de Markov K induz um segundo mapa, chamado de morfismo de Markov induzido
por K, denotado por K, e definido como
K*@(e%)—)@(%/), ézzgiSi'—)ZéiKi.
icl icl

Dizemos que K é congruente se existe uma particdo A;, com i € I, de 2/ tal que Kl.i, > 0se, e

somente se, X; € A;.

Figura 6 — Representacdo gréfica das relagdes entre 27, 27/, 2(Z') e #(Z”) através de nicleos de
Markov e morfismos de Markov

&

K

&

&

Fonte: Elaborada pelo autor.

Perceba que toda fungio!® f:.2° — 2 induz um nicleo de Markov K/ dado por'!

10" Por fungio estamos nos referindo a fungdes deterministicas.
I Quando ndo houver ambiguidade, escreveremos 8/() para representar §7°/(1),
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K/ (x;) = 87°/%) paratodo i € I, onde J : 2~ — I é a funcio indice dada por J(x;) = i para todo
x; € 2. Além disso, os nicleos congruente preservam distribuicdes de probabilidade positivas,
de maneira que, se K é niicleo de Markov congruente e & € &2, (2), entdo K.(§) € P (Z7)
(AY et al., 2017).

Podemos notar que K, age sobre os elementos de &, (Z") tal como se ele fosse um

mapa linear entre'? .7 (2") e .7 (Z”"). De fato, sejam &, v € ., (%) e a, b € R. Entio,

K.(a& +bv) = Z(aé +bv)K'

icl

= aZéiKi +b2 Vl'Ki
iel i€l

=aK,.(&)+ bK.(Vv).

Desse modo, podemos esperar que a diferencial de K, em & € &2, (2") seja da forma
deKe T P (2) = T, ) P+(27), (&, v—=&) = (Ku(§), Ki(v) —Ki(E))

e, efetivamente, €. Com efeito, sejam § € (2 ) e A= (§,v—§) € T 7. (7). Note que,
para € > 0 suficientemente pequeno, & +1(v—&) C P (X)) parat € (—¢, €). Desse modo,

dgK.(4) = 25 @)
=4l kw9
- (Zéirwzw—é)izﬂ)
=0 \iel icl

= K. (v) = K.(8).
Assim, a partir disso, podemos enunciar o Teorema da Caracterizacio de Chentsov'?.

Teorema 2 (Teorema de Caracterizagdo de Chentsov). (AY et al., 2017) Atribuimos a cada
conjunto finito e ndo vazio 2 uma métrica h”* em P, (Z"). Se, para cada niicleo de Markov

congruente K : 2" — & (Z'), temos invariancia no sentido
W (E)(A.B) = 1" (Ku(&)) (dgK.(A),d;K.(B)), (3.6)

entio existe uma constante o > 0 tal que A = atg” para todos os 2, onde gZ é a métrica de
Fisher em &7, (Z").

Demonstracdo. Primeiramente, seja ¢ : 2~ — 2~ permutagdo em 2~ e defina

1 .
ng::—Z&, n:=|2|.
nicr
12 Apli 1h bul i i id d li
plicamos €sSa €scolna vocabular menos precisa pois estamos considerando mapas lineares como

definidos entre espagos vetoriais.
13" Mesmo apresentando uma demonstragdo razoavelmente longa, decidimos a manter no corpo principal

do trabalho, dada a importancia desse teorema.
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Denotando (K€), por o, temos que

o (ca) = (K°),(ca)
- Z(C%)i56(i)
ieJ
~ Ly
16.1
=ca,
ou seja, ¢ € invariante a esquerda por G. Seja, entdo, E; := (cy,6'—cy) € T., Z+(Z),

com i € J. Desse modo,

( ( i)_G*(C,%”))
=< o)
Es

onde, para tornar a nota¢do mais sucinta, 6 (i) corresponde a composi¢do Jo ¢ aplicada a x;.

Agora, para cada i, j € J, comi# j, tome O a transposi¢do de x; € x;, ou seja,

i,sek=7j
ck)y=14 j,sek=i

k, caso contrario
Calculando, entdo, hl? (c9°) sob a hipdtese da invaridncia 3.6, obtemos

Wi (ca) =, (EiE)
=hY ey (de, 00 (i) de,y 0. ()
= hy (Eo(i)Eo(p)
=n, (Ej.E))
=h: (cor) = fi(n).

Note que f1(n) depende apenas de n, dado que ¢4 depende apenas dele, também. Além disso,
escrevendo a expressao 3.6 para h;j?r (cg), comi# j, observamos que esses termos da métrica

coincidem entre si. Assim, definindo f>(n) := h;-?f (c9°), podemos perceber que

S+ (n=1)f2(n) = Y k% (
jeJ
=Y 17 (EiE))
jel

=h? (E,-, ZE,-) ,
jeJ

——
0

=0.
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Consequentemente, fi(n) = (1 —n)f2(n). Agora, sejam A = (§,a), B = (§,b) € T Z(X').

Entao, _
h;’; (A,B) =Y abihi} (co)+ Y aib J-h;{ (ca)

icJ i,jel
i#]
=1 (H)Zaibi+f2(n) Z aib;
ieJ i,jel
i#J
:fz(l’l) —l’lZaibi—F Z aibj
icJ i,jeJ
a,'bl'
=—/ (n) Z 1
i€ 7
=—f(n)g’, (A,B).
Mostremos, agora, que f>(n) é, de fato, constante. Para tal, seja X = {x1,%2,...,X} conjunto

finito ndo vazio e defina 27 := 2 x 2 . Considere a particdo de .2 cujos elementos sdo
conjuntos da forma A; := {(x;,x;) € 2" | 1 < j < k}. Desse modo, definimos o nicleo de
Markov

o1k
K: 2 — ! s Ki=-Y 50
2 (2, x k,; ’

cujo morfismo induzido € dado por

k
Kico)=—Y ¥ 80 =y
nk icl j=1
Consequentemente,
de, K. (Ei) = (K* (ca) K (51') — K (C%))
= (C%/,K* (51) —C%/)
Ly (s Ly y st
=|co,- o\ — — o
( kjgl ( nk lezlmgl ))
1
“k Z E{i j)
j=1

onde Eél. P (c%/ﬁ("’j) — c%l>. Sejam, entdo, r, s € J, com r # s. Assim, aplicando a invari-

ancia 3.6, podemos escrever

fa(n) = h£~ (Er,Es)
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Invertendo a fungdo de n e k, obtemos f>(k) = f2(nk) = f2(n), de maneira que fica mostrado
que f> é independente da cardinalidade de 2". Além disso, como h;’ (c4°) = —fa(n)gi (c)
para todo i € J, temos que — f>(n) > 0. Denotando — f>(n) por @, vamos estender a igualdade
h* = ag” para todos os pontos de Z, (2"). Visando isso, considere & € 2, (2") cujas

coordenadas na base candnica de .#’(.2") sdo racionais, ou seja,

E=Y Y5 Yk=n

ic) icJ

Sejam, também, Z; conjuntos de cardinalidade k;, com i € J, e que denotaremos por

. [ =i : :
i = {x],%,,... ,xki}. Assim, defina o conjunto

%’:zO({xi}x ,EZ)
i=1

e considere o nucleo da Markov

ki
K:Z —2.(2"), xi— 1 Y 869, (3.7)
ki &
Note que
K@=LoLy s
icJ ki 1=
i Jj=
ki

B Z Z &)
nier j=1

g C%/

eque,dado A = (&,a) € 7. (X)),

ki a .
deKi(A) = (cor,Ki(a)) = (W Yy #5@,])) .

Desse modo, aplicando a invaridncia 3.6, obtemos, para todo A = (§,a), B= (§,b) € (%),
que
2 2!
hg (A,B) =hg (¢ (dgK.(A),d:K.(B))
= ag?’, (d:K.(4),d:K.(B))
aib,-
= Zl’lﬁkl
ieJ K

— agf (A,B).

Como 3.7 sempre pode ser construido para todo & € &2, (£") com coordenadas racionais, temos

que a sequéncia de igualdades acima é verdadeira para todo £ nessas condi¢des. Como h” e

ag? coincidem nesses pontos e como Q é denso em R, temos que 1% = og? . [
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O teorema anterior nos mostra que a métrica de Fisher em modelos estatisticos sob
conjuntos finitos € uma métrica destacada, uma vez que ela € a tinica, a menos de redimensi-
onamentos, que € invariante por morfismos de Markov. Como esses morfismos sao induzidos
por nucleos de Markov, um questionamento razoédvel diz respeito ao significado de tais funcdes
dentro da teoria estatistica. Eles sdo, de maneira ndo muito precisa, consequéncia de construcdes

advindas de estatisticas.

Definicdo 11 (Estatistica). (SCHWACHHOFER et al., 2018) Dados dois conjuntos finitos nio
vazios 2 = {x1,x2,...,x,} e 2" ={x],x5,...,x,,}, uma estatistica entre eles é uma fung@o

K: 2" — Z.Jaum nicleo de Markov K : 2" — 22(2") é dito congruente com respeito a K se
K (x;) =K, 0K(x;) = &',

paratodoi e J.

Figura 7 — Representacdo gréfica das relagdes entre 2, 27, 2(2Z") e 2(Z") através de nicleos de
Markov congruentes com respeito a estatistica k : 2~ — 2/

D-—®

K

@
R x

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim, sejaK : 2" — & (Z"") um nicleo de Markov entre os conjuntos finitos ndo vazios
X ={x1,x2,...., 0} e Z' ={x},x5,...,x,,} e suponha que exista k : 2" — 2 estatistica tal
que K é congruente em relagdo a ela. Tome, entdo, a particio de 2™ cujos elementos sdo

A; := k~'(x;), chamada de particio de 2" induzida por k. Como

(K*)] &',

agE

5 = K~ (1) =

~
—

temos, entdo, que

Il
ngE
)
=
D
©

KK (x))

[

2 M= T
2
Q) ~
= <&
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onde a dltima igualdade advém da congruéncia em relacdo a k. Queremos mostrar que K é
congruente, entdo, por um lado, m > n por hipétese. Por outro lado, dado & € Z2(2”), temos

que
o~ _ m . " _]
< (&) L &(K")
&Y (K¥)] 8
ieJ

g;8%U),

M TP

.
I
—_

ou seja, n > m e, consequentemente, n = m. Posto isso, suponha que, para x, € 27, k(x,.) = x -

Entdo, dada a igualdade das cardinalidades, a expressdo k,.K(x;) = 6/ conduz a K! =1>0.J4

se, parax, € Z(Z"), tivermos que K. >0, entiio

m
K80 ZKing(i) =&/,

2
onde fica claro que k(x,.) = x;. Logo, vemos que K ¢ congruente no sentido definido em 10. Em li-
teraturas como (SCHWACHHOFER et al., 2018), dado um nicleo de Markov K : 2~ — 2(2"),
a existéncia de uma estatistica tal que ele é congruente a ela é tomada como a definicdo de
congruéncia para K. O que mostramos acima € que essa defini¢ao induz aquela que haviamos
apresentado, porém, exige a suposi¢do de que | 2| > | 2|, que compde parte de 10. Agora, dada
K: 2" — 2, com|Z’| >|%|, considere a parti¢io de 2~ induzidapor ke K : 2" — Z(Z")

um niicleo de Markov congruente com respeito a essa particio'“. Sabemos que
K*K(xj):ZKiJSK(l)’ ZK/:L
i=1 '
/

o que implica que, paraxj,, x,,,..., X, € 2, K}, >0,coml =1, 2,..., k. Da congruéncia de
K, obtemos, entdo, que

k
KK (x;) =Y K/ 6/ =6/,
i=1

Desse modo, observamos que, por outro lado, a defini¢do 10 para congruéncia induz diretamente
a defini¢do via estatistica. Isso abre precedentes para que a relacdo entre essas defini¢des possa
ser analisada através de estatisticas destacadas, chamadas de estatisticas suficientes. Vamos as
definir para conjuntos nio vazios finitos, que consistem no caso que envolve a discussdo acima,
porém a defini¢do abaixo continua vélida para subconjuntos de R" e para conjuntos discreto de
cardinalidade infinita contdvel.

14 Note que esse nicleo existe. Por exemplo, tome K : 2 — (2" dado por

1
K(xi) = 5
L 1l

para todo x; € 2" e onde k € A; denota os k tais que xj( € A;.
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Definicio 12 (Estatistica suficiente). (AMARI; NAGAOKA, 2000) Sejam 2", 2" conjuntos
ndo vazios finitos e seja k : 2~ — 2/ uma estatistica que transforma o valor da varidvel aleatéria
X em Y = k(X). Entdo, dada a distribui¢do p(x; &) de X, isso determina a distribui¢do g(y; &)
que governa Y. Considerando

) = PEE)
®8) = {x(:8)’

se r(x; &) ndo depende de & para todo x, dizemos que k é uma estatistica suficiente.

Desse modo, para uma estatistica suficiente k : 2" — 2"/, podemos escrever

de maneira que fica evidente que g(k(x); &) compreende a dependéncia de p(x; &) em & (AMARI;
NAGAOKA, 2000). Em outras palavras, a suficiéncia de k pode ser entendida como a carac-
teristica dessa estatistica que expressa o fato de que nenhuma outra estatistica sobre a mesma
amostra é capaz de fornecer mais informacéo acerca do parimetro £ (FISHER, 1922). Por meio
disso, o Teorema de Chentsov pode ser pensado em termos de estatisticas, em especial, sob a

perspectiva das estatisticas suficientes.

3.3 Conexoes mistura e exponencial

Essa secdo ¢ dedicada a apresentar conexdes lineares através das quais € possivel escrever
o andlogo'’ de rank 3 da métrica de Fisher. Comecemos, entio, definindo duas fungdes entre

espacos tangentes de .Z ().
Defini¢ao 13. (AY et al.,2017) Dados u, i € 4+ (Z"), definimos os mapas
ﬁ,(f,% Ty Mo (X)) — Tyl (), 0 Tl (X)) — Tyl (Z)
(1,0) — (7.a) (1,0)— (1, (95" 06u) (@),

onde (5 ¢ dada por 3.4.

Dados dois campos A,B € X (A (Z")),sejay: (—€,€) — A+ (Z") uma curva suave tal
que ¥(0) = e 7(0) = ay, com A(u) = (i, ay). Representando B(¥(1)) = (¥(t), by)). definimos
a operagdo

Observe que a expressdo acima consiste em A(u) agindo como derivagdo em cada fungdo
coordenada de B escrito em um referencial. Assim, vemos que ela € independe da escolha de 7.

Posto 1sso, definamos a conexao mistura.

15" Estamos nos referindo ao tensor de Amari-Chentsov, que serd apresentado em 3.4.
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Definicao 14 (Conexdo mistura). (AY et al., 2017) Chamamos de conexdo mistura em .#Z4 (Z")

ou m-conexdo em .# (Z") o mapa

VI X (M) X XM (X)) — X (M(X))
(4,B) — V"B,

dado por
Sy — (4 °°
Va B(u) = (H’Qau (u))-

E facil ver que V(m) ¢, de fato, uma conexdo linear em M (Z). Além disso, podemos ob-
(m)
MY
tal que y(0) = u. Apresentemos, agora, a conexao exponencial.

servar que I1 ) ¢ operador transporte paralelo ao longo da curva suave y: (—€,€) — #1(Z")

Definicao 15 (Conexao exponencial). (AY et al., 2017) Chamamos de conexio exponencial em

M+ (Z) ou e-conexdo em .# (") o mapa

VD X (ML) X X (ML) — X (ML)
(4,B) — VB,

(e b day db
Vi B(u) = (u,ﬁ(u) - <d%‘d—:) u) : (3.8)

dado por

Perceba que, assim como V(" a conexdo exponencial configura-se como uma conexao
()
poy(1)

0) ¢ para V() Vale pontuar que em diversos trabalhos de geometria

linear em ./, (). Além disso, é fécil ver que IT
(m)
py g 7
da informacdo'®, a introdugdo das conexdes V(" e V(¢) & feita partindo desses operadores

€ seu operador de transporte paralelo ao

longo de 7 tal qual I

de transportes paralelos. Contudo, como essa € uma abordagem menos comum em geometria
riemanniana, decidimos as definir sem fazer uso deles, porém demarcando quem eles sao. Isso

justifica termos definido esses operadores mesmo ndo os usando na defini¢ao de vim e vie),

Dito isso e apresentadas V(") e V() chamamos de m-geodésicas e e-geodésicas as
geodésicas com respeito a, respectivamente, V") e V(¢). Usaremos os superindices (m) e (e)
para nos referirmos as grandezas que dizem respeito a V(" ¢ V(€ nessa ordem. Calculemos

entao as m- e e-geodésicas.

Proposicao 2. (AY er al., 2017) As m- e e-geodésicas maximais com ponto inicial g € .4, (Z")
e velocidade inicial a € Ty, . #1 (") sdo

7 (7)) — A (X)

t— U-—+ta

16 Como exemplos, podemos citar (NIELSEN, 2022), (AMARI, 2016) e o préprio (AY et al., 2017).
plos, p prop
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com

t_::—min{&iel,ai>0}, t+::min{—
ai;

sob a conven¢do min & = +-oo, €

PR — A (X))
r—exp|t da
p d[J ‘Ll/ °
Demonstracao. Comecemos pelo caso da m-conexao. Para encontrarmos as m-geodésicas, pre-

cisamos resolver a equagdo da geodésica. Assim, dado u € #, (%), por um lado, temos

que

(m) )1 L ()
g#(vi aj(li),ak):gu Zl“l.j (n)ay, o | = —L——=,

lel Hic

onde!” %Em) = g(a@). Por outro lado,
~(m d
g (VI 95(1), 06) = g (ZE Chine 62«%) —o.
lel =0
Desse modo,
'f(’.’”" =0

tj

para todo i, j,k € I e, consequentemente, a equacdo da geodésica se resume a
¥(t) =0,
cuja solucdo, impondo as condi¢des y(0) = p € A (X ) e Y(0)=a € Ty M (X), ¢
(1) = p +ta.

Como os elementos de .7/ (2") tm coordenadas estritamente positivas em % o (4), 70m) estd

definida no intervalo maximal (z~,¢"), com ¢t~ e " dados de acordo com o enunciado.

Agora, para o caso da e-conexao, sabemos que

8u <%§e)aj(ﬂ),3k> — U

Em contrapartida,

= ; d(d;), d(o
” (vge@j(m,ak):g“((f(a]) (u)_< (9), d( >u>“7 ak>

1
= ——58;;6i.
Hi
17" Omitimos o ponto de aplicagio dos campos coordenados, uma vez que ele estd subentendido, ou seja,
0; denota d; ().
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Desse modo, obtemos que

~(e)k 1
T () = ——6;8;
ij (“) Ly J Cik

para todo i, j,k € I e paratodo u € .4 (Z"). Assim, a equagdo da geodésica se escreve como

. T
Y——= 07
Y
cuja solucdo, impondo as mesma condi¢des que imprimimos para o caso da m-conexao, é
simplesmente
da LI
5,’(6) (t) = exp (td—) n= Z‘uie ui &
H icl
Como a exponencial é fun¢do estritamente positiva, .#, (Z") € geodesicamente completo em
relacdo a V(€. [

(m) ()

Corolario 1. (AY et al., 2017) Os mapas exponenciais eXxp' "~ € eXp' ’ respectivos a vim e vie)
sao dados por
exp™ T — M (X))
(1,a) — p+a,
com

T:= {(u’ﬁ_lu“> € T'ﬂ+(%) |‘Ll,ﬁ E'//+(=%)}v

Sp\ T MY — M)

(U,a) —> ex da
H, p dp H.

Demonstragdo. Para o caso da m-conexdo, dado (i1,a) € T, considere 7 com ¥ (0) = u e
~[m)
Y

(0) =aetomet =1, ou seja,

exp" (,a) =7" (1) = +a.

Através dessa expressdo, é possivel notar que, se (i,a) ¢ T com u € A (Z ), entdoa+u <0

(m)

e, por consequéncia, e’ﬁ)(m) (1,a) ndo estd definido. Assim, exp""" estd definido em 7. Reprodu-

zindo analogamente o que foi feito acima para o caso da e-conexdo, obtemos que

~ (e ¢ da
') .a) = 791 —exp (55 .

que esta definido para todo (i,a) € T4 (Z"). O
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Figura 8 — Exemplo de m- e e-geodésica em ., (:Z") no caso de dim.Z, (Z") = 2. Como vim) possui
simbolos de Christoffel nulos, suas geodésicas sdo retas em .#, (Z"), enquanto as de V() sdo
exponenciais

52

NG

51

Fonte: Elaborada pelo autor.

Podemos observar que vim e v podem ser induzidas em &, (Z"). Denotando
a m-conexdo em 2, (2°) por V" temos que, para todo A,B € X(Z,(Z)) e para todo
e (X)),
vi"B(E) = VB(E),

onde A,B € X(U) sdo, respectivamente, extensdes suaves de A ¢ B a um aberto U de ./, (2)

contendo & (Z"). Vamos mostrar que essas extensdes realmente existem.

Proposicio 3. Seja A : & (Z) — M funcéo suave entre variedades. Entéo, existem U aberto
de /(2 contendo 2, (2) e A: U — M fungio suave tal que A o) =A.
+

Demonstragdo. Como A € suave, para cada § € &, (27), existem Uy aberto de .#(Z") con-

tendo & egg : Ug — M fungdo suave tal que Zé ’Ugﬂ%r( =A. Assim, {Ug | € P, (27)} €

Z)
uma cobertura aberta para &2, (Z). Seja, entdo, {(pg }5 e, (2 barti¢do da unidade subordinada

a essa cobertura. Para cada u € .#, (Z"), defina

Cui=1{8€ P (2) |1 ecsupp(pe)} -

Defina, também,
u= \J U
EeP ()
e a funcdo

AU—M, p — Y o:(u)As ().
Eety
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E imediato que A € suave e, além disso, para todo E e Z2.(Z),

AE) =Y @:(6)A: (&)= Y 0:(E)A:(E) =A(E),

56%5 56(55

ou seja, A =A. L]
P(Z)
Assim, mostrada a existéncia das extensdes de A e B campos de vetores suaves de
P (X)), vamos demonstrar que VX")B € X(2.(Z)). Sendo A, B extensdes suaves, respecti-
vamente, de A e Baum aberto U D &, (Z") de A4, (Z"), temos que

Vi B(u) = V" B(u)

_ <u’6b(~u)>
Ay

d

(wxal

iel

Como

_4d
o dr

0 [; (”m))i]

0
=0,

concluimos que ng)B € X(2.(Z)). E facil notar que a suavidade de ng) B advém da sua-

vidade das suas entradas. Além disso, o cdlculo acima deixa claro que Vf(‘m)B nao depende das
extensdes tomadas para A e B, tampouco do aberto U. Desse modo, podemos definir a conexao
mistura V") em 22 (), grosso modo, como a restri¢io de vim a TP, (Z). Esse processo
nao pode ser realizado, de maneira geral, para V(@ devido ao termo (dd% %) uem3.8. A fim
de lidarmos com esse contratempo, para todo & € &, (2") e para todo A,B € X(Z.(Z)),
projetamos %%e) B(E) em Te P+ (Z), onde A, B sdo extensdes suaves de A e B, respectivamente,
definidas em um aberto U D &, (Z") de .#(Z"). Para tal, vamos obter uma expressao para

essa projecao.

Proposicao 4. (AY et al., 2017) Sendo .#, (% ) munida com a métrica de Fisher, dado
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ue M (Z), paratodoa € . (Z), aé decomposto em a = Hla%—Hﬁa, com

Hﬁazz (ai—,uiZaj) 5i € y()(%),

iel Jjel
HZa = Z ([,LiZaj) 5i.
icl jel

Demonstragdo. Como a métrica de Fisher g é nio degenerada, sabemos que existe .%(.2")*

tal que #(2°) NS (2)*+ = {0}, de maneira que a = HLTch—Hﬁa para todo a € .7 (2").
Afirmamos que .%)(2 )~ =R-u := {Au | A € R}. De fato, seja b € .%y(2"). Entio, para todo
W e M(ZL),
1
gu((u,b),(u,c))=0< Zﬁbici =0&ci=Au;, A €R.
ic1 Mi
Assim, paratodo u € 4, (2'),ae S (Z)e L €R,
gu(avl.u)
Mia==E""""_(}
1 gu Ay
:g,u(auu)nu
il \ jel
Consequentemente,
) a= a—Hﬁa

” gog (nga)s

iel iel Jjel
i
= Z a; — U; Zaj o'.
icl Jjel

]

Isso posto, dados A,B € X(P2(2)) e & € P, (Z'), considere A, B extensdes suaves
de A e B, respectivamente, a um aberto U D &, (Z") de A4 (Z"). Assim, defina a e-conexao
em &, (Z) por

ViB(E) =TI VYB(E) e T, 2,(2).
Escrevendo a expressao acima em coordenadas, obtemos

viBE) = (&L j—c’;;@—éagié@—éi (;%@—édaﬁs;)] 6")
:8b,- 1 1 i
= 5,; _@(5) - Eagibgﬂr@' (j;lé_jaéjbéj>] 5)
B ob dag db;
= 73—%(5 _(EE>§+5’€ (A&Béﬁ)-
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()

No célculo acima, fica evidente que V,*B independe das extensoes Z,E tomadas. Por

conseguinte, nao faremos distin¢ao lexografica entre os campos A e B e suas extensdes durante o

()

célculo de V,,’B. Agora, repetindo o que foi feito para as conexdes mistura e exponencial em

M+ (Z), vamos calcular as m- e e-geodésicas.

Proposicao 5. (AY et al., 2017) As m- e e-geodésicas maximais com ponto inicial & € 22, (Z)
e velocidade inicial a € Tz &, (2") sdo
Y (7t — 2D
t— E+ra

com

—iiel,ai>0}, t+::min{n

iel, a,<0}

1) R— 2,.(2)
exp(tg—g) :
& (ew (1))

Demonstragdo. Precisamos provar apenas o caso referente a e-conexdo, uma vez que aquele

I—

relativo a m-conexado segue diretamente de 2. Assim, escrevendo a equacdo da geodésica para

V("), temos

v 1(1) = (mzl by~ L) ) (z W@))] 5!) — (0).0)

i1 | 9T 1) e i)

ou's, equivalentemente,

)/Z = (3.9)

tel

cuja solugdo, impondo as condigdes Y(0) =& € (2 ) e 7(0) =a € T (), é

exp ( d—€> gie’% .
1O () = -y =" g (3.10)
s (eXp< d_g>> B

De fato, primeiramente '’

0 =Y <55 yesi-

i€l Z'] €l 51 iel

8 Para manter a nota¢io mais sucinta, escrevemos Vg.f(z) 7(t) para Vg.f()y( ") 7(y(2)), convengdo que usaremos

quando formos expressar a equagdo da geodésica em termos explicitos de alguma derivada covariante.
19 A fim de tornar a notagdo menos densa, nos calculos que seguem até o fim desta demonstragio,
denotaremos (¢ apenas por ¥.
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Calculando as coordenadas de 7(¢) e ¥(¢), temos que

Hi(t) = %(1) (%—ZIW%) ,
l je l

2
§i(t) = (l Y () > )Y, () (3.11)

Jjel J€I

Desse modo, vemos que

7<o>=n<o><g—z]n<o>g—j> ( ZI%) a.

Substituindo a expressdo 3.11 no lado esquerdo de 3.9, obtemos

. . 2 .
(?(r)—@mnz”—“)) — ) - O 4y p 1Y

2

y(t) jel ¥i(?) %i(2) jer Yi(t)

2
o d4i Y ., o (&
—%(t)<§i Z%(t)gj) %<I>Z%(t)§j

jel jel

<, Y () 5>2+% OLH0E

Jjel Jjel
=0.

Logo, as e-geodésicas em &, (") sdo da forma

comé € P, () eac . (Z). Por fim, observando 3.10, vemos que, para todo ¢ € R, 7€) &
normalizada e tem todas as entradas positivas. [

Corolario 2. (AY et al., 2017) Os mapas exponenciais exp(’") e expl®) respectivos a vm) e v(e)

sdo dados por
exp™ T — P(X)

(§,a) — & +a,

com

“{(eE-8)era )| elern)

expl) TP(X) — P



3.4. O tensor de Amari-Chentsov 75

Demonstracdo. Novamente, € facil ver que precisamos mostrar apenas o caso da e-conexao,
em que basta tomar 7 = 1 em ")Ae) (t) para obter a expressao para exp(e) dada pelo enunciado e
definida em todo T 7, (Z"). O

Figura 9 — Exemplo de m- e e-geodésica em &2, (Z") no caso de dim &, (Z) =2

53

(€

! 5’
Fonte: Adaptada de Ay et al. (2017, p 47).

3.4 O tensor de Amari-Chentsov

Apresentadas as conexdes mistura e exponencial tanto em .Z, (2") quanto &, (Z"),
podemos, a partir delas, expressar o tensor de Amari-Chentsov. Ele, junto a métrica de Fisher,
constitui, grosso modo, uma estrutura por meio da qual autores como Steffen Lauritzen definem
variedades estatisticas (AY et al., 2017; LAURITZEN, 1987).

Defini¢ciio 16 (Tensor de Amari-Chentsov). (AY et al., 2017) Para cada u € .4 (%Z"), definimos

o tensor de Amari-Chentsov 7' em ., (Z") como o campo tensorial 3-covariante definido por

Tu(A,B,C) i=T()(A,B,C) i= g (V" B(w) — Vi B(w),C(w) )

paratodo u € # (%) e paratodo A,B,C € X (M (Z)).

Sendo A, B, C € X (.#+(Z")) e usando a notagdo A(u) = (u,ay), B(u) = (4,by),
C(u) = (u,cp), é perceptivel que

ay; by cui
T,(A,B,C) =Y p L ZEL2H (3.12)
u ) ;H Hi Wi Hi
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De fato N N
ey 5 ),
icl i U
= ;{% (5—2(#) - 5—2(#) + iauibui) %
_ api byi cpi
R

Como é de se imaginar, podemos definir o tensor de Amari-Chentsov em &2, (Z") apenas
substituindo V(™ e V(©)| respectivamente, por V(™) e V(¢). Assim, para todo & € PL(L)e
paratodo A,B,C € X (1 (Z")), o tensor de Amari-Chentsov em . (Z2") é dado por

T:(A,B,C) i=T(E)(A,B,C) =gz (V4" B(E) - Vi B(€),C(E))

Desse modo, podemos, tal qual fizemos para T em .#, (Z"), calcular a expressdo para o tensor

de Amari-Chentsov em termos de coordenadas. Com efeito,

vBE) -VYIBE)) ..
Té(A,B,C):Z( ’ (5)6 ’ (§)>"§éi
iel 1 i
_ 1| db; ob; 1 Céiy
_E}E [a—aé( )—a—aé(é)ﬂLEagibgl Gi (%5 agﬁg,)] g =&,
ou seja,

aézbézcéz
:(A,B,C) = 3
“L% g g

paratodo & € &, (Z) e paratodo A,B,C € X (Z+(Z")). Por esse cdlculo, podemos observar
v

que o termo adicional que viria da proje¢do de VB ndo aparece na expressdo anterior devido a

soma das coordenadas de C ser nula na base Z ().

Ademais, como foi apresentado através do Teorema de Chentsov, a métrica de Fisher é
caracterizada em &7, (Z") sob sua invariancia por morfismos de Markov. Cabe destacar que tal
caracteriza¢do pode ser estendida ao tensor de Amari-Chentsov em Z(Z"), como expresso no

teorema abaixo.

Teorema 3. (AY et al., 2017) Atribua a cada conjunto finito ndo vazio .2~ um campo tensorial 3-
covariante nio trivial % em &2, (Z). Se, para cada niicleo de Markov congruente K : 2" — 2,

houver a invariancia no sentido

S7 (A,B,C) =S¢ () (dzK.(A),d¢ K.(B),dK.(C)),

entdo existe uma constante ¢ # 0 tal que S% = oT# para todo 2, onde T denota o tensor
de Amari-Chentsov em &7, (Z").
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A demonstracdo desse teorema € andloga a demonstracdo de 2, sendo igualmente longa
e ndo acrescentando novas argumentagdes. Contudo, dado que esse também € um teorema
importante no contexto de geometria da informacao sobre conjuntos finitos, decidimos apresentar
a demonstracio dele em A. E importante pontuar que (AY ef al., 2017) enuncia esse teorema
seguindo as mesmas conclusdes de 2, afirmando que o > 0. Entretanto, & ser estritamente posi-
tiva, no contexto de 2, € uma caracteristica que advém da métrica de Fisher ser positivo definida.

TZ

. . . . G
Para observar que o pode assumir valores estritamente negativos, considere S% := —T% | em

que todas as hipdteses de 3 sao satisfeitas e o0 = —1.

Observando tanto 3.5 quanto 3.12, € facil notar que podemos estender a defini¢ao desses
campos tensoriais em . (Z") para um campo n-covariante, com n > 1. Desse modo, para todo
v v@ v e X (a4, (Z)), defina

(1) (2) (n)

V 1%

com V@ (u) = (,u,vi?) parai € I (AY et al., 2017). Claramente, 7> = g e 7° = 7. Além disso,
dado um mergulho p : M — . (Z") de uma variedade diferencidavel M em .Z (Z"), podemos
realizar o pullback de 1" para M através desse mergulho. Sendo Vy,V,,...,V, € X(M), entdo,

para todo g € M,
Ty (Vi Vo) i=p" (r”)q(Vl,...,Vn)

o (9P 9p
T P@ A\ gy, 9V,

-y 1 apl ) %()
£ pi(q o av, D gy,

ou seja,

8ln i dlnp; dlnp;
=Y ril0) 52 ) S g)... S5 ).

(Vi ... .
eVl IV Vs v,

iel

Considere, agora, o0 mapa multilinear

n
AN

Ly F(X)x-xF(Z)—R
(f17f27"'7fn) l—)folef,i

iel

Perceba que ele € natural, sendo uma generalizacdo da métrica usual do R" em

e

Considere, também, o mapa
m e (X)) — F(x)

U — nZui%e,-.

icl
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Calculando o pullback de L") através de rl/ . obtemos
an.l/n an.l/n
r (d AWy, dart ):L" (), ...
A u ( 1)7 ,» Yu ( n) QX 8V1 u), 3 aVn (‘U)
1-n Ion
:Z (.U,- " Vli) (I«li " Vni)
icl
=1, (Vi,..,Va)
paratodo Vi, Va,..., V, € X( A (Z)). Assim, vemos que 7" surge de forma orgénica através

do pullback de L) por n'/". Como 7" é uma generalizacio de g e T, é legitimo questionar se,
para todo n > 1, 7" € o tnico campo tensorial n-covariante nio trivial em &7, (Z") invariante
por morfismos de Markov. A resposta para essa indagacdo € negativa. Com efeito, paran =4,
considere os campos tensoriais abaixo, apresentados em (AY ez al., 2017) e definidos em Z, (Z")
para todo Vi, V5, V3, Vs € X(Z4(X)):

BB (v o, V3, V) = 7 (V1 V2) 72 (Va,Va) = g (V1,V2) g (Va,Va)

eI (V. V3, V) = 7 (V1 V3) 72 (Va, Vi) = 8 (V1,V3) 8 (Va, V).
Assuma, agora, que, para cada conjunto finito e ndo vazio 2, associamos 0s campos tensoriais
{12134} ¢ ¢{13H24} Devido 2 invaridncia da métrica de Fisher por morfismos de Markoyv,

essa invariancia estende-se a esses campos tensoriais. De fato, para todo & € &, (%) e para
todo Vy,V5,V3,V4 € X( P, (X)), temos que

z y p
<1{1’2}{3’4}>5 (V1,Va,V3,Va)=gZ (Vi,Va)gZ (V3,Va)

. gif{g) (deK. (V1),dgK. (V2)) 8}%&5) (dgK. (V3),dgK. (Va))

Q//'/
_ <T{1,2}{3,4}>K o (deK. (V1) ,de K. (V) ,de K, (V3),de Ko (Vi) -

Analogamente, para 113124} vemos que

P 2

(7{13}{%4})5/ (V1,Va,V3,Vy) = (1{1’3}{2’4})[( © (deKi (V1) ,dgK. (V) ,de Ko (V3)  de K (Vi) -

Entretanto, ndo existe constante a # 0 tal que {12134} — {13124} Realmente, para todo
Ee P (X)eparatodo Vi, V,, V3, Vs € X(PL(Z)), considere a sequéncia de igualdades

7 z
(7{1’2}{3’4}>5 (Vl,Vz,V3,V4)—OC<”L"{1’3}”{274})é (V1,V2,V3,Va) =

=8¢ (Vi,V2) ge (V3,Va) — otge (V1,V3) g& (V2,Va)
= ge (V1,86 (V3,Va) Va) —ge (V1, 08¢ (Va,Va) V)

que, dada a arbitrariedade dos campos V;, i = 1,2,3,4, € igual a zero se, e somente se,
ge (V3,Va) Vo — age (Va,Va) V3 = 0.

Assim, fica claro que ndo existe & # 0 que satisfaca a igualdade acima.
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Os campos T {1234} ¢ 7{13H24} g50 exemplos dos chamados tensores candnicos re-
ferentes, neste caso, as parti¢des P; = {{1,2}{3,4}} e P, = {{1,3}{2,4}}, respectivamente.
Os tensores candnicos podem ser utilizados para mostrar a inexisténcia de um teorema de

caracteriza¢do como o de Chentsov para t" em &, (Z") com n > 4.

Definicao 17 (Tensor canonico). (AY et al., 2017) Seja 2" conjunto finito ndo vazio denotado
por 2" = {x1,x2,...,%u+1}. Dada uma particdo P = {P;,P»,...,P,} de 2", associamos a ela
uma bijecao
o |J (i x{1,2,...,n}),
ie{l,...,r}

onde n; = |B| e tal que 7p ({i} x {1,2,...,n;}) = P, para i = 1,2,...,r. Ela estd definida a
menos de permutagdes dos elementos de P;. Definimos o n-tensor candnico de P como o campo
tensorial n-covariante 7 dado, para todo u € .4, (%) e para todo Vi, Va,...,V, € Ty M+ (Z'),

como
T (V1,Va,. V) =70 (1) (Vi, W, W HT (7:1’11 V(o) VﬂP(i,n[)>7

onde 7w é uma notagio sucinta para a composi¢io J o 7tp e onde
1

T (VnP(i,m o aVnP(i,ni)) = L VR Ve )
]EI nLl’J

Munidos dessa defini¢do, estudemos a invariancia de 1" para n > 4.

Proposicao 6. Seja 2" um conjunto finito ndo vazio. Para n > 4, ndo existe caracterizagdo de
campos tensoriais n-covariante ndo triviais em 2 (£") através de invaridncia por morfismos de

Markov induzidos por nicleos de Markov congruentes.

Demonstracdo. Suponha que n seja par e considere Partg(% ) o conjunto de todas as parti-
coes de 2 tais que os elementos delas possuem cardinalidade 2. Em outras palavras, todo
P € Part)(2") é uma colegdo de dupletos de 2". Sejam, entdo, P;, P, € Part)(2"). Escrevendo
P =(P.,P),...,P!) e P, = (P?P},...,P?), suponha que nfo exista permutagdo

o:{1,2,....r} = {1,2,...,r}

tal que
P = (PP, P
2 o(1)fo@)y - fowr))-
Considere os tensores candnicos dessas parti¢des restritos a &2, (2"). Paratodo § € P, (2 ) e
para todo V1, V2, ..., V, € T 1 ("), temos que

T? (V17V27-' ) Hg(g 7rp1 i,1) ﬂpl(l 2))

ng (VlaV27~' Hgé wP2(j,1) EPZ(J 2))
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Note que a invariancia de ambos por morfismos de Markov induzidos por nicleos de Markov
congruentes advém da invariancia da métrica de Fisher. Além disso, como ndo existe o tal qual
foi colocada, /' # 2. Suponha por absurdo que exista constante o # 0 tal que ¥ = at’2.
Assim, para todo § € &, (2") e paratodo Vy,Va,...,V, € Te P (X)),

r? (Vi,Va,...,V,) —ar? (Vi,Va,...,V,) =0

se, € somente se,

r r

[Tge (Veriin):Varii2) — [ T8¢ (Vara(jn): Vara(i2) =0 (3.13)
i=1 =1

Utilizando, novamente, da ndo existéncia de o, existem k,k tais que apenas um dos ele-

mentos de Pk1 ¢ igual a um dos elementos de P%. Sem perda de generalidade, suponha que

mPi(k,1) = xP2 (Z, 1> e nl(k,2) # nP2 (75, 2). Assim, 3.13 é verdadeira se, e somente se,

8§<VnPlk1 nP1k2>ch§(ﬂPlll ﬂPl(lZ))

i#k
—ag§< a2 (k1) Van k,2 )Hgé (V P (j,1)0 Vaa(j, 2)> 0
J#k

que, por sua vez, € vélida se, e somente se,

gé’é < mf1(i,1) n‘Pl(t 2)) 71 (k,2) O‘Hgé ( a2 (j,1) an(] 2)) Van(ig,z) =0.

Como 771 (k,2) # 1 (Z, 2) , aigualdade acima apenas € verdadeira se {V Pl (k,2)> V.r (k 2)} for
um conjunto linearmente dependente, o que € um absurdo, pois V,V2,...,V, € T &, (Z") foram
tomados arbitrariamente. Logo, para n par, ndo existe uma caracterizacao de 7" via invariancia
por morfismos de Markov induzidos por nicleos de Markov congruentes. J& se n for impar,
seja Part%(% ) o conjunto das parti¢coes de 2" que contém r := % dupletos e um conjunto de

cardinalidade 3. Assim, sejam Pj, P, € Part3(:2"). Como antes, escrevendo P; = (P!, P},...,P})
e P, = (P?,P;,...,P?), suponha que ndo exista permutagio

o {1,2,...r+1} > {1,2,....r+1}

tal que
1 1 1
P, = <P6(1)7P6( 2 ’Po(r+l)>
Além disso, suponha, sem perda de generalidade, que Pz e P»lg sd0 os conjuntos de dois elementos

de P; e P, respectivamente. Considere, agora, os tensores candnicos dessas partigoes. Para todo
£ € P (Z)eparatodo Vi,Vy,...,V, € T P (Z), temos que

(Vi Va) = T (vﬂpl(,yl) Vari12) Vi 13 )Hgg (V . Vpl(lz)>

ng(vlw--avn):Té(Van(Zl)’Van( Van (i >Hgé(nf’211 nP2(12)>
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A invariancia desses campos por morfismos de Markov induzidos por nucleos de Markov
congruentes advém da invariincia de g e de T. A partir deste ponto, a argumentacdo segue
andloga ao caso de n par. Como nao existe ¢ tal como foi colocada, T? #* ’L'?. Suponha, por
absurdo, que exista constante o # 0 tal que ’L'g I = Om'?. Novamente, da ndo existéncia da
permutacdo o, existem k,% tais que apenas um elemento de Pk1 ¢ igual a um dos elementos de
Pf. Sem perda de generalidade, vamos supor que 7*! (k, 1) = n2 (75, 1) e nh (k,2) # nt (75, 2).
Desse modo, para todo § € &2, (Z) e paratodo Vi, Va,...,V, € Te P (Z'),

@ (Viyeos Vo) =tz (Vi V) = 0

se, e somente se,

I (Vnpl (1,1)Vap, (1,2)) Vap, (1,3)) ggg (Vnpl (i,1) Y, (i,2)> Vi 2

—oT; (VEPZ (01) Vo, (12) Vi, (7,3)) [1ec (Vnpz(j,lw"npz(j,z)) Vars i) =0
J#k

Contudo, essa igualdade apenas € verdadeira se {V

Pl (k72),vn_p2 (;2)} for um conjunto linear-

mente dependente, o que € um absurdo. [

Um fato interessante é que 7! é nulo em &2, (2"), uma vez que, para todo & € 2, (%)
eparatodo V € T 7, (Z'), ‘L'é (V) = Y™ 1v; = 0. Devido a isso, na argumentagio acima, nio

utilizamos parti¢des que contém singletos, ja que seus tensores candnicos sao triviais.

3.5 As o-conexoes

Retornando ao estudo das conexdes tanto em .Z (Z") quanto em &4 (.Z"), as conexdes
mistura e exponencial nesses espacos podem ser entendidas como casos destacados dentro
de familia de conexdes lineares: as a-conexdes. Em contrapartida, elas também permitem a

definicao dessa familia, como segue abaixo.

Definicio 18 (t-conexdes). (AY et al., 2017) Seja a € [—1, 1]. Definimos a a-conex&o V(@)

em .#, (Z) como a combinagio convexa’

T . I—T%(m) n HT%@) _ g HT“ (ae) _ am)) .

E perceptivel que, como combinacio convexa de conexdes lineares em .#, (2"), V(%)
também € uma conexao linear nessa variedade. Além disso, ¢ importante pontuar que o tensor de

Amari-Chentsov pode ser interpretado, grosso modo, como uma medida de quanto a métrica

20 Por combinagio convexa de V(™ e V(¢) entende-se uma combinagdo dessas conexdes tal que os
coeficientes sdo ndo negativos e tém soma unitaria.
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de Fisher distingue a ¢-conexdo da conexdo mistura. Em outras palavras, dados A,B,C €

X( M (X)), podemos escrever
@5 o) — o (T Ita Sy gm
¢(ViB.C) =g (Vi"B.C) + =2 (Vi'B-V{"B.C)
= I+a

—g <V£\m)B,C> T(A,B,C),

onde, em termos das coordenadas candnicas e para todo u € .#, (Z), VE;X)B ¢ dado por

Vi B(p) = <H7Z ( O (1)~ HTO‘—““"[’“") 5i> .

i1 \dau Hi

Ademais, sendo V(%) yma conexio em M (Z), podemos calcular as geodésicas maxi-

mais com respeito a ela, chamadas de ¢t-geodésicas?!.

Proposicio 7. A o-geodésica maximal em .# (.2") com ponto inicial u € .#(%Z") e veloci-
dade inicial a € T, .#, (") é dada por

7 (") — A (X)

onde

L ) 2U;
= mln{ (- o)

Demonstracdo. Considere u € . (2"). Entdo, os simbolos de Christoffel de V(@ sd0

2 .
iGI,ai>0}, t+::min{¢
(1—a)lail

iGI,ai<O}.

fg})‘)k(u) =8u (%a)&j, 3k> M

~(m 1+
= Uk (8u <Vl( )9j7f9k> - Ty (@'ﬂjﬁk))

1+«
) 1Ty (95,0, 0k)
ou seja,
F@)k 1to

Assim, a equacdo da geodésica escreve-se como

1+a7_0

2y

Tal qual foi feito para as m- e e-conexdes, indicaremos as grandezas referentes a V(%) adicionando a
elas o prefixo “o-” ou o superindice “(o)”.

21
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Afirmamos que, impondo as condigdes iniciais y(0) = p € A, () e 7(0) =a € Ty M (X'),

a solugdo da equacio anterior €

De fato, primeiramente, perceba que %) (0) = . Além disso, note que

lia

(@) a a(l—a)t  1a)'

Y (t): om(( LH) +[.L2>
T\ 2u%

e que

~Ja) a 1+a
Y (0)=—7gH1? =a
“2
€
Lo, =
a) l+ay  a (1+a) FTaJra(l—a)t
4 2 o 2 pert (M o
2(11+oc) 1—72
l+a d e a(l—a)) ° e a(l—a))
_TW<“2 T E BT

=0.

Logo, 1'% é a-geodésica satisfazendo as condi¢es iniciais propostas. Perceba que 7(%) estd

bem definida para®?

1—a l—a _ita
u 2+ IT‘U 2 a>0.
Assim, para i € I, estudemos a desigualdade acima dividindo esse estudo em dois casos. Primeiro,

suponha que a; > 0. Entdo,

e (l-a) -l 2u;
2+t M 2 ai>0<:>2ui+t(1—a)ai>0<:>t>(1_—o’6)6li.
Ja, se a; <0,
Le (l-a) —Le 2u;
7+t L 2 a>0s2u—t(l-o)(-a)>0et< ’

(1—o)(—ai)’

Desse modo, concluimos que y(“) estd definida em (17,¢7), onde

- 20
1= mm{(l_a)ai

iel,ai>0}, t+::min{i
(1—o)|ail

iEI,ai<0}.

22 Igso expressa o fato do polindmios x#, com B € R, ser definido, usualmente, como x8 := fn(¥),
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Por conseguinte, com %(O‘), M+ (Z) ndo é geodesicamente completa. Para verificar tal
fato, fixe u € A (X)) ea c Ty M () e considere & = —1. Nesse caso, Y% =y +ra, que
consiste em uma reta passando por ¢ com direcdo a e que, claramente, nao fica contida em
M+ (Z). Analisemos, agora, o que ocorre quanto « tende a 1 pela esquerda, uma vez que o = 1
na expressao 6 produz uma indeterminacdo. Para tal, observe que
lim ( L;)+H _1) :,ulnu—i—at
a—1- l—o 2u

Fazendo a mudanca de varidvel

temos, quando & — 17, que B — +-o0. Logo,

5 winp+at
tim (e U ] i (14 1
a = -
a—1- H 2 H B—o0 [3
Winp+at
= e u
= pe’,

ou seja, quando o tende a 1 pela esquerda, a a-geodésica V(O‘) (1) se aproxima cada vez mais da
curva dada pela exponencial e /#_ Essa é uma das justificativas para chamar a conexado V() de
conexdo exponencial, uma vez que V() = V(¢), Discutido isso, calculemos o mapa exponencial
relativo a a-conexao.

Figura 10 — Representacdo grifica de a-geodésicas com dim.Z, (2) =2e a = —1, —%,O e 1. Para que
se possa identificar as propor¢do, foram tomados p = (1,2) e a = (—4,5)

52 oax=—1
eax=—0.5
e =20
oecx =1

= —=———""’51

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Corolario 3. O mapa exponencial éﬁ;)(a) respectivo a V(@) ¢ dado por

xp'¥ W — (X))

(1—a) _1ra \T¥
2 )

(1,a) — (u'_za+

com

W) .= {(,u,a) eT M (X))

. 2
S/A %,aeﬂ%,mm{—
u +( ) ( ) (1—a)|a,~|

i}l

Demonstracdo. Dado (U,a) € T .#+(Z"), observamos que, devido aos limites de definigdo ¢~

ert de (), éxvp(a) é definido em W(®) C T.#,(2"), com W(® conforme o enunciado. Assim,

~a)

para cada (i1,a) € W @), considere a o-geodésica 7% tal que 7% (0) = p e ¥ * — 4. Tomando

t = 1, obtemos

2
N Y (1— =
(o) = 71 = ('3 4 L5 a)
]

Agora, com o intuito de definirmos as ct-conexdes V(@) em 22, (2"), projetemos V(@)
em &, (X),isto é paratodo § € . (2") eparatodo A,B € Tt 7 (Z'),

ViB(E) =117 (ViVB(8)).

onde Hg é dada por 4. Perceba que, para cada § € (%), Hg € linear. Usando esse fato,

observamos que

VOB =1z (0BE)+ 5 (3080 - 9B ) )
b 1 +a | db; 1 1 db; ;
L€ 5 |61 gasne & (L geets ) - o
ou seja,
(@) prgy Obi o 1ta|agbs | wagibe | g
v, 3(5)—(‘5’,.62,((9%(5) |z é,; F ])6)

Assim, escrevendo a equagdo das a-geodésicas em 4 (Z), obtemos

2 > .
o) e

Vi) = (mz ('y'l-(y(r)) -2

iel

ou, mais diretamente,

. l4a (7 2
y-— <7’__7,Z7’_):0, (3.14)
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cuja solugdo y<°‘) ¢ tnica sob as condicdes iniciais
YO0 =Ee P (2) e PV =acT P (2).

Analisando 3.14, € perceptivel que sua resolucao apresenta elevada dificuldade, uma vez que
3.14 consiste em um sistema de equagdes diferenciais ndo lineares de segunda ordem com
dependéncias nio lineares entre si e com o € [—1, 1] arbitrario. Os autores de (AY et al., 2017),
com base no trabalho (MOROZOVA; CHENTSOV, 1991), propdem o ansatz de solucdo

Y(a)(t)_z é(HTé <t)kTaa_i>ﬁ &
Trjat (1+5a0528) ™

em termos de uma reparametrizagdo ¢ , (t) desconhecida, mas provida das propriedades

T(g’a(O) =0 e Té,a«)) =1.

No caso em que & = —1, 1% = ¥(") ¢, consequentemente, Te o(t) = 1. J4, quando « tende a 1

pela esquerda, podemos observar que

lim Y& <1+f§ <>1;a%)‘ “_Zéjexp(aﬂ;()),

o—1" Jjel Jjel

\‘N

de maneira que

ait, a( )
Siexp ( %i ) ,
lim Y%(r) =) 6.
o—1- = 5 ajT q(1)
i€l'Y ey Gj€XP £
Como 7/(0‘) — ]/(e) quando o — 17, comparando a expressdo anterior com a fornecida por 5 para
as e-geodeésicas, observamos que, neste segundo caso limite, 7¢ , iguala-se a3 1. Nesses dois
casos destacados, a expressdo para T¢ , (1) é facilmente identificada, uma vez que sido conhecidas

as m- e e-geodésicas. Sem tal condicdo, essa tarefa torna-se mais complexa.

Ademais e por fim, as a-conexdes, compreendidas como generaliza¢des das conexdes
mistura e exponencial, podem ser entendidas, assim como a métrica de Fisher e o tensor de

Amari-Chentsov, como “estruturas”>*

que fornecem um cardter dualistico entre geometria e
estatistica em um contexto finito. Elas foram apresentadas como grandezas no espago das medidas
de probabilidade sobre um conjunto finito nao vazio 2" induzidas do espaco de medidas finitas
sobre esse mesmo conjunto. Agora, estudemos como essas estruturas podem ser introduzidas de
maneira intrinseca em uma variedade riemanniana, conjuntura que se classifica como o estudo

das variedades estatisticas.

23 Rigorosamente, como o que foi feito neste caso para justificar a expressdo para Tg’a(t) foi a realizacdo
de um limite, a afirmagéo mais precisa é que T¢ ,(¢) tende assintoticamente a ¢ quando ¢ tende a 1
pela esquerda.

24 Essa escolha de nomenclatura ficar4 clara no inicio capitulo seguinte.
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CAPITULO

VARIEDADES ESTATISTICAS E
VARIEDADES DUALISTICAS

4.1 Estruturas dualistica e estatistica em uma variedade

diferenciavel

Em 2, apresentamos os modelos estatisticos como objetos que, primeiramente, sao usados
dentro da estatistica mas que, da forma que foram postos, possuem um potencial geométrico
intrinseco. Neste capitulo, seguindo os idedrios de Amari e Nagaoka e as no¢des desenvolvidas
por Lauritzen, iniciaremos os estudos ja com uma variedade riemanniana, munido-a com estrutu-
ras que refletem os aspectos estatisticos desenvolvidos em 2. Para tal, comecemos definindo o

que sdo conexdes duais.

Defini¢do 19 (Conexdes duais). (NIELSEN, 2020) Seja (M, g) uma variedade riemanniana
munida de uma conexdo linear V. Uma conexdo linear V* nessa variedade é dita ser dual a V

com respeito a g se', para todo A, B,C € X(M),

Cg(A,B) = g(VcA,B) +g(A,V(B). (4.1)

A definicdo anterior pode ser interpretada, entdo, como um enfraquecimento da noc¢ao de
compatibilidade com a métrica, usualmente atrelada a conexao de Levi-Civita. Essa tltima pode
ser entendida, por 4.1, como uma conexao autodual, ou seja, uma conexao tal que V = V*. Além
disso, observando 4.1, é perceptivel que tomar a conexio dual® é um processo involutivo, ou

seja, (V*)" = V para todo par de conexdes lineares duais entre si (NIELSEN, 2020).

' Em algumas literaturas, como em (NIELSEN, 2020), essas conexdes podem ser chamadas de conjuga-

das uma a outra com respeito a g. Além disso, quando ficar subentendida a métrica riemanniana g,
omitiremos a designag@o “com respeito a g”.

Dadas duas conexdes duais V, V* com respeito a uma métrica riemanniana, tomar a dual de uma delas,
digamos V, € um processo chamado de dualizacio ou conjugacio de V.

2
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Apresentada, entdo, a no¢ao de dualidade entre conexdes, usemos-na para definir varie-

dades dualisticas.

Definicao 20 (Variedade dualistica). (AY et al., 2017) Seja M uma variedade diferencidvel. Uma
estrutura dualistica em M é uma tripla ordenada (g, V,V*), onde’ g é uma métrica riemanniana
em M e V,V* sdo duas conexdes duais com respeito a g. A quadrupla ordenada (M,g,V,V*) é

chamada de variedade dualistica.

Assim, conhecido ja o fato de que as ¢-conexdes sdo livres de torcdo, € esperado que
estruturas dualisticas livres de tor¢io* desempenham uma fungio destacada. De fato, elas sio
utilizadas para definir o que Steffen Lauritzen chamou de tensor de assimetria (LAURITZEN,
1987).

Definicao 21 (Tensor 3-simétrico). (AY et al., 2017) Sejam V,V* conexdes livres de tor¢io e
duais com respeito a uma métrica riemanniana g em uma variedade diferencidvel M. Entao, o
campo tensorial 3-covariante

T:=g(V*-V,") (4.2)

em> M é chamado um tensor 3-simétrico da estrutura dualistica (g, V, V*).

Essa defini¢do é motivada pelo conceito de variedade estatistica, de maneira que uma

estrutura dualistica em uma variedade diferenciavel induz uma estrutura estatistica nela.

Definicao 22 (Variedade estatistica). (AY et al., 2017) Uma estrutura estatistica em uma va-
riedade diferencidvel M consiste em uma métrica riemanniana g € em um campo tensorial
covariante T de rank 3 e simétrico em todos os seus argumentos. Uma variedade estatistica €

uma variedade diferencidvel M equipada com uma estrutura estatistica®.

Ademais, a expressdo 4.2 em um sistema de coordenadas de M escreve-se como
k
Tije =15 — Lijies 4.3)

onde F;‘jk e I'; jx correspondem, respectivamente, aos simbolos de Christoffel de V* e V com um

indice abaixado. De fato,

T =g (Vidj—Vidj, o) =) (F}kf —Ffj) g =T —Tijk.
leJ

Mostremos, agora, que, para além do nome, T € simétrico em seus argumentos.

Neste capitulo, tanto g quanto 7" ndo indicam, necessariamente, a métrica de Fisher e o tensor de
Amari-Chentsov, nessa ordem.

Por “estruturas dualisticas livres de tor¢do"entende-se estruturas dualisticas em que V e V* sdo livres
de torcao.

Usualmente, a expressdo 4.2 é denotada por 7 := V* — V.

Por completude, podemos pontuar que duas estruturas dualisticas sdo equivalentes em uma variedade
estatistica quando elas se diferem por um difeomorfismo.
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Proposicao 8. (AY et al., 2017) Um tensor 3-simétrico 7" de uma estrutura dualistica em uma

variedade diferenciavel M € simétrico em seus trés indices.

Demonstragdo. Como V e V* sio livres de tor¢do, pela 4.3, observamos que T;j; € simétrico
nos indices i e j. Assim, precisamos mostrar apenas que ele € simétrico em j e k. Por um lado,

como V e V* sdo duais um em relagdo ao outro, entdo, para todo A,B,C € X(M), temos que
Ag(B,C) =g (V4B,C)+g(B,V,C). (4.4)
Por outro lado, sabemos que
Ag(B,C) = (Vag) (B,C)+g(VaB,C) +g(B,V4C). (4.5)
Comparando 4.4 e 4.5, obtemos que
(Vag) (B,C) = g(B, (V4 —Va)C).

Escrevendo a igualdade acima em termos de um sistema de coordenadas arbitrario em M, temos

a sequéncia de igualdades

(Vig) (9,9k) = (Vig)
=2(9;, (Vi = Vi) %)

(o (r-ri)a)

leJ
— Z (-1
8l ik ik
leJ
= L.
Como (V;g) (8]-, 8k) = (Vig) (3k,8j), T; jx é simétrico nos indices j e k. H

E importante salientar que uma estrutura estatistica conduz a uma estrutura dualistica,

como expressa o seguinte teorema.

Teorema 4. (AY et al., 2017) Uma métrica riemanniana g ¢ um tensor 3-simétrico em uma

variedade diferencidvel M induz uma estrutura dualistica livre de tor¢ao em M.

Demonstragdo. Seja V() a conexdo de Levi-Civita de g. Defina, para todo A,B,C € X(M), a

conexao V por
1
VaB:=V{p— 57 (A.B),

onde .77 € definida por
§(A(A,B),C) =T(A,B,C).

Desse modo, observamos que

1
g(VAB,C) =8 <V1(40)Bvc> - ET(Aanc)7
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de maneira que V4B € linear sobre fun¢des suaves em A e sobre escalares reais em B. Além

disso, para toda fungdo suave em M,
8(H(A,fB),C) =T(A,fB,C) = fT(A,B,C) = g(fH#(A,B),C)

€, consequentemente,

Va(/B) = V(fB) - 344 1B)
_9f g [
= 3B+ IV B— S (AB),
_
= ﬂB—i-fVAB,

ou seja, V segue a regra do produto para conexdes. Assim, V € uma conexdo linear em M.

Perceba que, como
g(#(A,B),C)=T(A,B,C)=T(B,A,C) =g(s(B,A),C)

paratodo A,B,C € X(M), 5 é simétrico. Como consequéncia, temos que o tensor de tor¢do T
de Vé 1
7(A,B) = VoB—VpA—[A,B] — 5(,%”(A,B) — ' (B,A))

=v0B-vPA—[A B

=0
para todo A,B € X(M). Defina, agora, a conexdo V* em M, também para todo A,B € X(M),
dada por

viB=vp+ %,%”(A,B).

z

Pelos mesmos argumentos utilizados para V, V* € uma conexio linear livre de tor¢do em M.

Além disso,
Ag(B,C) =g (vff)B,c) tg (B,vg%)

—g (VQO)B,C) tg (B,vg%) _ %T(A,B,C) n %T(A,C,B)

g(VaB,C)+¢(B,V,C)

paratodo A,B,C € X(M), ou seja, V* é dual a V em relacdo a g. O

Desse modo, observamos que existe uma relagdo bidirecional entre uma estrutura du-
alistica e uma estrutura estatistica. H4 autores, como os de (AY et al., 2017), que classificam

9977

essa ultima como “mais compacta”’ que a primeira, permitindo a definicao de uma familia de

conexoes livres de tor¢do e indexadas por @ € [—1, 1], dadas por

vip.—vOp %%(A,B), (4.6)

7" Por “mais compacta”, entende-se que (g, T) € mais geral que (g, V,V*), induzindo nfo apenas uma,

mas infinitamente muitas estruturas dualisticas em M.
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para todo A,B € X(M), sendo essa familia a das ja conhecidas a-conexdes. Pelos mesmos
argumentos desenvolvidos na demonstragado de 4, V(@) ¢ de fato, uma conexdo livre de torcao

em M cuja conexdo dual € dada por

viYB.=vB+ %%(A,B).

Outrossim, € claro que

1 o o
0) _ - (yO) 4 2 0) _=* _
v 2(v + AV 2%)

v L y(-a)
2 )
ou seja, a conexao de Levi-Civita de g € a média entre o-conexoes duais.

E relevante destacar que em algumas literaturas, como em (UOHASHI, 2017) e (NI-
ELSEN, 2020), a defini¢do para as a-conexdes € apresentada com & € R. Aqui, optamos por
empregar aquela proposta em (AY et al., 2017). A escolha por restringir o dominio do parametro
o a [—1,1] ndo é arbitraria. As conexdes V(=D e V(1 sdo destacadas, sendo as ja conhecidas
conexodes mistura e exponencial, respectivamente, apresentadas no contexto de geometria da
informac@o finita. Assim, & € [—1, 1] jd contempla o comportamento geral da geometria advinda

das o-conexoes.

4.2 As familias exponenciais e mistura - um motivacao

para a geometria da informacao plana

Como foi possivel observar em 2, algumas familias de distribui¢cdes de probabilidade
destacam-se, especialmente sob a 6ptica da geometria riemanniana. E fato que parte dessa
geometria preocupa-se com o estudo das conexdes planas. Assim, nesta secdo, apresentaremos
duas classes de familias de distribui¢des que possuem um conteddo geométrico particular, capaz
de estimular o estudo de uma geometria da informagio plana®. Comecemos, ento, apresentando

as familias exponenciais.

Definicao 23 (Familia exponencial). (AY et al., 2017) Uma familia exponencial em um conjunto

2 ¢’ uma familia de distribuicdes de probabilidade da forma

p(x;¥) = exp <Y(X) +) filx)d' ~ V’(ﬁ)) p(x),

icJ
onde ¥ = (191 yeens 19") ¢ um parametro n-dimensional de um espago de paradmetros Z, y(x) e
f1(x),..., fu(x) sdo fungdes em 27, pu(x) é uma medida em 2" e y é fungdo dos pardmetros

8 Por mais que a construgdo do texto deixe claro que, com “geometria da informago plana”, estamos

nos referindo a uma geometria da informagao advinda de conexdes planas, esta se¢do e as subsequentes
deixardo mais evidente o que isso significa.
 E importante observar que .2~ é tomado munido de uma c-4lgebra.
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dada por
y(d) = ln/% exp (}/(x) +Zf,-(x)19’> du(x) 4.7)
icJ
para garantir normalizag¢do de p em 2.

Perceba que o espaco dos parametros 1, neste caso, corresponde ao conjunto dos ¥ tais
que a integral no argumento do logaritmo de 4.7 € finita. O principal exemplo de uma familia
exponencial é o das distribui¢des gaussianas .4 (i, c) com medida de Lebesgue. Como

1 (x—p)? S —
:/V(‘LL,G):\/EGCXP{—T‘_Z = exp g—rﬂ—z—(ﬂ—ln 2wo R

observamos que

2 1_ H 2 1 u?
Y(x):()a fl(X):X, fz(x):x, % :?, %) :_ﬁ7 y/(ﬁ)zﬁ—l—ln 21o.

Um segundo exemplo sdo as distribui¢cdes de Poisson, tomadas sobre os inteiros ndao

negativos Z>o com a medida de contagem. Nesse caso,

p(&x) = e_gg =exp(—Inx!+xIn& — &),

de forma que fica claro que
Yx)=—lnx!, filx)=x, ®'=I§, y(¥)=¢.

Ademais, lembrando que v() ¢ chamada de conexiio exponencial, vamos a analisar no

contexto das familias exponenciais. Para tal, definamos o que € uma conexdo plana.

Definicao 24 (Conexao plana). (NIELSEN, 2022) Seja M uma variedade diferencidvel munida
de uma conexao linear V. Dizemos que V € plana se ela € livre de tor¢do e se existe um sistema
de coordenadas local tal que os simbolos de Christoffel dela sdo nulos quando expressos nesse

sistema, que recebe o nome de um sistema de coordenadas afim para V.

Definamos, também, o conceito de paralelismo de campos de vetores.

Definicao 25 (Campos paralelos de vetores). (AY et al., 2017) Seja M uma variedade diferen-
cidvel munida de uma conexao linear V. Dada uma vizinhanga U C M de p € M, um campo de
vetores em U € dito paralelo se, para qualquer outro campo de vetores W em U, tivermos que
ViV =0.

Note, entdo, que uma consequéncia direta de 24 envolve paralelismo de referenciais
locais. De fato, dado um sistema de coordenadas afim ¥ = (191 ey 19”) para uma conexao V

em uma vizinhanga U C M de p € M, devido a nulidade dos simbolos de Christoffel de V nesse

d

%, Fr RRRR % sdo campos paralelos em U.

sistema, 0S campos candnicos

Colocado isso e dotados da defini¢do 24, sigamos estudando v,
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Proposicao 9. (AY et al., 2017) A conexao V() em uma familia exponencial € plana.

Demonstracdo. Note que, para todo i € J, vale a sequéncia de igualdades

ainpo(x) = 2221

po(¥)
— fi(x) — S exp (1(x) +Zjejfi(x)19j)f,-(x) du(x)
l Jarexp (v(x) +Yjes fi(x) ®7) dp(x)
S exp (Y(x) + Ly fi(x)07) filx) dp(x)

e‘l’(x)

= filx) -
= fl(x) _Eﬁ [fl] ’
de maneira que
Ey [dilnpy(x)] = Ep [fi(x) —Es (fi)] = Es [fi] —Es [fi] = 0. (4.8)
Além disso, perceba que, para todo i, j € J,

9i9jInpy(x) = 9, (fj(x) —Es [fi])
_ 5 [fﬁ[exp( Y(X) +Ynes fn®") £ d,u(x)]
Lo exp (Y(x) + ey fn®™) du(x)

=—0; [aj (111/% exp (Y(x) + Z fmﬁm> d.u(x))] )
meJ

8,~8jlnp19(x) = —8,-81-1//(19). 4.9)

ou seja,

Substituindo tanto essa expressdao quanto 4.8 em 2.8, obtemos

rz(]llz =Ey (8,~<9j Inpy (X) aklnpﬁ‘(x))
= —0;0;W(¥)Ey [dxInpy (x)]

=0,

para todo i, j,k € J. Assim, como V() & livre de torcao, ela € plana em familias exponenciais e

(191, 92, ®") € R" — py é um sistema de coordenadas afim para essa conex@o. [

Além disso, note que, usando 4.9 e 2.5, podemos escrever a métrica de Fisher nesse

sistema afim como

8i(9) = [ 20,y(9) du(v) = 33,y(). (.10)

Outrossim, consideremos agora uma segunda familia de distribui¢cdes, chamadas de

distribui¢des mistura.
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Definicao 26 (Familia mistura). (AY et al., 2017) Uma familia mistura em um conjunto 2~ é
uma familia de distribuicdes de probabilidade da forma
p(xn) =c(x)+ ) &' ()m;,
ieJ
onde 1 = (N1,M2,...,MN,) é um pardmetro n-dimensional de um espaco de pardmetros E, c(x) e

g'(x),...,g"(x) sdo fungdes em 2 tais que'®

/5{ c(x) dx =1, /%gi(x) dx=0

paratodoi € J.

A nomenclatura para essa familia de distribuicdes advém delas serem definidas como
combinaciio ou, em outras palavras, uma mistura de distribui¢des de probabilidade g’ em 2
nao necessariamente parametrizadas. Por isso, algumas vezes ¢ € desconsiderada na defini¢ao
acima, de maneira que uma familia mistura pode ser escrita como soma convexa das g'. Agora,
seguindo tal qual foi feito para as familias exponenciais, vamos estudar a conexdo mistura V(~1)

neste caso.

Proposiciio 10. (AY er al., 2017) A conexdo V(~!) em uma familia mistura ¢ plana.

Demonstracdo. Primeiramente, para todo i € J, temos que'!

- 8ipn(x) _ gi(x)

I = 0 e

de forma que

9710 pr (x) = 9 ( @.11)

Assim, paratodo i, j € J,

97071 py (x) + (8 In py (x)) (87 In py (x)) = g)g' ) 4 ( g'(x) ) (gf(x)) =0,

Pn (x)z Pn (x) Pn (x)

(=1)

que, substituindo em 2.8, fornece Fijk = 0 para todo i, j,k € J. Logo, como V(=1 ¢ livre de
tor¢o, ela é plana em familias misturae (1, 1m2,...,MN,) € R" — py, é um sistema de coordenadas

afim para essa conexao. []

10" Essa hipétese sobre ¢ e g', i € J, pode ser retirada somando o termo

vim=1- [ <c<x> +zg"<x>ni> ds

ieJ

na expressdo para p(x;1n) (AY et al., 2017). Além disso, ¢ costuma ser chamada de fun¢éo cumulante
ou, em fisica estatistica, de logaritmo da funcio de particio (NIELSEN, 2022).
1" Analogamente & notac¢@o d; que vinha sendo usada para a%,- e que foi estendida para representar %,

0

i
0! denota I
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Posto isso, usemos 4.11 para calcular a métrica de Fisher nesse sistema. Por 2.5,

z Pn(x)
L[ it
py(x) .
= /g{ 8i8jpn(x )Inpp(x dx+/ o’ pnpn)(a’)pn () dx,
isto é,
gij(n) =—0'd’h(py), 4.12)

onde / corresponde a entropia de Shannon de py, jd citada em 2.2.2 e dada por
h(pn) == [, po(@)Inpy () dx

Entdo, observando tanto 4.11 quanto 4.12, é possivel notar que ndo s6 os modelos
exponenciais, mas também os mistura possuem métricas que sao obtidas a partir de hessianas
de fungdes: Hess(y(1})) e Hess(h(py)), respectivamente, onde a notacdo Hess( f) corresponde
a hessiana da func¢do f. Isso expressa o fato de que essas familias podem ser modeladas por
variedades hessianas (NIELSEN, 2022).

Definicao 27 (Variedade hessiana). (SHIMA; YAGI, 1997) Seja M uma variedade diferencidvel
munida de uma conexdo linear plana V. Uma métrica g em M ¢é dita uma métrica hessiana se
ela é localmente expressa como a hessiana de uma fung¢do local suave. Chamamos uma tripla

ordenada (M, V,g) com g sendo uma métrica hessiana de uma variedade hessiana.

Juntando isso ao fato de V(=1 ¢ V(1) serem conexdes duais que sdo planas em cada
respectivo modelo apresentado, é legitimo destacar o contexto em que ambas sdo planas em uma

variedade hessiana.

4.3 A dualidade em geometria da informacao e as trans-

formadas de Legendre

4.3.1 Introducao a variedades dualmente planas

Na sec¢do anterior, recorremos as familias exponenciais e mistura para fomentarmos o
estudo da dualidade em um contexto de conexdes planas, dando destaque aquele referente as
variedades hessianas. Além de fornecerem mais justificativas para a nomenclatura adotada para
VD e v, os exemplos apresentados em 4.2 levam-nos a estudar variedades munidas de
uma métrica que seja hessiana. Dito isso, podemos comecar esse estudo definindo o que é uma

estrutura dualmente plana em uma variedade diferencidvel.



96 Capitulo 4. Variedades estatisticas e variedades dualisticas

Definicao 28 (Estrutura dualmente plana). (AY er al., 2017) Seja (M, g,V,V*) variedade dualis-
tica. A tripla ordenada (g,V,V*) é chamada uma estrutura dualmente plana para M se é uma

estrutura dualistica para M tal que tanto V quanto V* sdo planas.

Primeiramente, podemos nos perguntar quais sao as subvariedades de M que, munidas
da estrutura dualistica induzida de (M, V,V*), também sdo dualmente planas. Esse é um questio-
namento complexo, que pode ser respondido parcialmente a partir da préxima proposicao, que
garante que subvariedades autoparalelas de M expressam tal comportamento. Por conseguinte,

definamos o que sdo elas.

Definicao 29 (Subvariedade autoparalela). (AY et al., 2017; OHARA, 2019) Seja S uma subva-
riedade'? de M. Sendo M munida de uma métrica riemanniana g e de uma conexio linear V, S é
dita autoparalela'® em M em relagio a V se, para todo A, B € X(S), tivermos que V4B € X(S).

4

Isso apresentado, sigamos para a proposicdo que vincula autoparalelismo'* com duali-

dade plana no contexto de subvariedades.

Proposicdo 11. Seja (g,V,V*) uma estrutura dualmente plana na variedade M e seja, também,
S uma subvariedade de M. Se S € autoparalela para V ou V*, entdo ela € dualmente plana com

respeito a métrica e conexdes induzidas de (g,V,V*).

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, vamos supor que S € autoparalela em relacdo a V,
uma vez que todos os calculos podem ser igualmente feitos no caso de autoparalelismo com
respeito a V*. Assim, a conexdo induzida por V em S coincide com ela prépria restrita a campos
de vetores tangentes a S e, por consequéncia, é plana. Além disso, denotando por g5 a métrica em
S herdade de (M, g), pela defini¢do de conexdes duais, observamos que a conexao VS* induzida

por V* em S deve satisfazer
g°(VcA,B) +g° <A7VEJ*B> =Cg*(A,B) =Cg(A,B) =g (VcA,B) +g(A,VeB)  (4.13)

para todo A, B,C € X(S). Como, por hipétese, V* € livre de tor¢do, entdo observamos por 4.13
que V5* também é. Além disso, uma vez que V possui tensor de curvatura nulo, afirmamos que
V5* também tem. Esse é um resultado que ser provado posteriormente', mas corresponde a

12. Logo, V5* é conexdo plana e S é dualmente plana com respeito a (g5, V,V*). []

12" Para (AY et al., 2017), subvariedades correspondem, na verdade, a subvariedades suaves ou também

chamadas de regulares. Essa serd a convengdo que usaremos ao estudar subvariedades.

As vezes se utiliza a denominagdo V-autoparalela a M para identificar a dependéncia com a conex@o.
Aqui, usamos autoparalelismo como o atributo que define variedades autoparalelas em um contexto
em que se tem, subentendido, a variedade M e a conexao linear.

A escolha de apresentar um resultado que necessita de um segundo que ainda serd demonstrado foi
uma decisdo tomada visando manter uma sequéncia légica no texto que se estende para além da
organizacdo desses resultados. Caso essa decisdo fosse diferente, 11 ficaria descontextualizada no
corpo deste trabalho.

13
14

15
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Assim, é perceptivel que o autoparalelismo € um atributo importante de subvariedades
dentro do contexto de geometria da informacao plana, uma vez que preserva estruturas dualmente
planas. Convém ressaltar que tal consciéncia conduziu a rogativa de hipdteses ainda mais fortes
com respeito ao autoparalelismo, solicitando que uma subvariedade fosse autoparalela em relagdo
ndo a uma unica conexdo, mas a duas conexdes que compdem uma estrutura dualistica para
a variedade ambiente. A essas subvariedades, como esperado, deu-se o nome de variedades
duplamente autoparalelas (OHARA, 2019).

Figura 11 — Representacdo grafica de uma subvariedade autoparalela S de M. Denotando por TpSL o
complemento ortogonal de 7),S em T,M, como V4B € X(S) para todo A, B € S, a projegdo de
V4B(p) em TpSl € nula para todo p € S, o que motiva a nomenclatura para S

Fonte: Elaborada pelo autor.

Outrossim, considere, agora, M variedade diferencidvel munida de uma estrutura du-

almente plana (g, V,V*). Como V é plana, existes coordenadas afim ©!,92,...,9" para ela.
Consequentemente, %, %, ceey % sdo campos paralelos em M. A partir deles, defina n

campos de vetores 9/ também em M dados através da relagio

g(3,07) =¢/

1)

i,jeJ, 4.14)

onde 5ij representa a delta de Kronecker, de forma que d/ ficam bem definidos. Por meio da
dualidade de V e V* unida a expressdo 4.14, sabemos que, para todo V € X(M) e para todo
i,jeJ,

g(VV8,-,8j) +g(0;, V') =vg(a;,87) =0.
Consequentemente, para todo j € J, V{‘,&j =0, ou seja, d/ sdo campos paralelos para V*. Por
conseguinte, existe sistema de coordenadas afim 11,7,...,1, para V* tal que 9/ = ain] para
todo j € J. Desse modo, fica claro que a transi¢ao das coordenadas ¥} para as 1) e vice-versa é

fornecida através das relacoes

P=y @)=Y (50 )

icJ g \9n;
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, an;\ o
%= (Om;) o=}, (a—ﬁ’) an

jeJ jeJ
Dessa maneira, escrevendo g nas coordenadas ¥ e 1, respectivamente, obtemos

8nk 0 0 3“'
gij:=8(d,9)) =g (Z (3191') oni’ 8191) N 319]’.’

keJ

y o 803 o 9 0%/
Vi=g(d',07) = : ==
8 :=5(9,9) g(%(am 9ok 8nj> I

Sabemos que, dada uma fungio estritamente convexa suave'® y de ¥ em um subconjunto
aberto de M, a hessiana Hess(y/(?%)) de y é uma matriz positiva definida dependente de O e
que define uma métrica riemanniana. De fato, tomando o termo quadratico da expansao em
série de Taylor de y em torno de ¥, dado por %dﬁTHess(l//(ﬁ))dﬁ, estabelecemos a matriz que
define uma métrica g no referencial formado pelos campos coordenados d; como Hess(y(19))
(AMARI, 2009). Por outro lado, retornando ao cendrio de variedades dualmente planas, vamos
mostrar que a reciproca é verdadeira, ou seja, que dados sistemas de coordenadas afim para V e

V*em (M,g,V,V*) variedade dualistica plana, existe ¢ fun¢do convexa tal que foi apresentado.

Teorema 5. Existem fungdes potenciais estritamente convexas ¢ : M — Re v : M — R satisfa-

zendo
ni=o0w(®), ¥ =d0¢n),

assim como

gij =00y, g/=09"d¢.

Demonstracdo. Observe que a equagdo diferencial 1; = d;y possui solucéo local se, e somente

se,

om; = a;n;. (4.15)

Desse modo, existe y que satisfaz a equagdo diferencial parcial em questdo para todo i € J.

Como consequéncia, escrevendo g novamente no sistema de coordenadas 1}, obtemos que
gij = 0Mj = 9,9y
para todo i, j € J e, desse modo, verificamos que Y & estritamente convexa'’. Defina, agora,

Q=) 9ni—y. (4.16)

ieJ

16 A partir daqui, iremos suprimir o adjetivo suave, uma vez que toda fung¢do convexa, neste trabalho,
terd tal atributo.

17 Note que poderiamos utilizar essa mesma argumentagio para mostrar a existéncia de @, contudo,
utilizaremos a dualidade entre os sistemas de coordenadas. A justificativa para essa escolha € a utilidade
que isso terd para nds nos passos seguintes deste trabalho.



4.3. A dualidade em geometria da informagdo e as transformadas de Legendre 99

Entao,

: , 0%/ 0%/ dy
do=0'+Y =——nj—Y 55—
jEZJ 81], / j;J Qn, anj

, 0%/ dy 0%/ dy

:19-!+ _ R

jg 31% 317;' jeJ 317i 317;'

—_

Assim, ¢ é solucdo para a equagdo diferencial parcial ¥/ = d'¢. Logo, escrevendo g~! no

sistema de coordenadas 1), obtemos que
g/ =00/ =99/
para todo i, j € J e, consequentemente, ¢ € estritamente convexa. 0

Observando a expressdo 4.16 sob a perspectiva da andlise convexa, fica evidente que ¢
e Y relacionam-se através de uma transformada de Legendre, que exerce fun¢do destacada no

estudo na geometria da informagdo plana (NIELSEN, 2010).

4.3.2 Uma interpretacao intuitiva sobre a transformada de Legendre

A fim de compreender a transformada de Legendre sob uma perspectiva geométrica e,
em certo grau, intuitiva, estudemos o caso de fun¢des convexas definidas em R, seguindo o que
foi apresentado em (NIELSEN, 2010).

Seja F : U — R uma funcdo estritamente convexa definida em um aberto U C R" .

Considere, também, os conjuntos
G(F):={(x,F(x))|xe U},

O(F):={(x2)[xeU, 22 F(x)},

chamados, respectivamente, de grafico e de epigrafe de F'. Examinando o bordo d &' de &, pode-
mos estudar como F estd codificada nele. Com tal propdsito, para cada P € d 0, podemos tomar
o sistema de coordenadas natural X dado pela projegao ortogonal, isto é, X (P) = (x(P),F (x(P))).

Em P, temos o hiperplano tangente Hp, de equagao conhecida e dada por
z= (x—x(P))" gradyp)(F)+F (x(P)),

onde grad,p)(F) fornece quio inclinado Hp estd em relagdo ao plano (x,0). Por um lado, €
trivial que cada P define unicamente grad,p) (F). Por outro lado, como F é convexa, cada
entrada de grad(F) é uma fungdo monotonicamente crescente e, por consequéncia, cada ponto
P € d 0 é determinado de forma tnica por gradyp) (F), de maneira que esse gradiente define um
sistema de coordenadas Y dado por Y = grad,(F). Esses dois sistemas formam o que é chamado

de um sistema de coordenadas dual.
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Isso posto, podemos nos questionar como escrever os pontos P € d no sistema Y.

Primeiramente, note que cada inclinac¢@o y determina uma familia de hiperplanos Hy dada por

2= (x—x(Q))"y+F(x(Q)),

com Q € d0. Além disso, perceba que cada Hp intercepta o eixo z em um tnico ponto, de
tal modo que Hp é o tnico plano que minimiza z = (0 —x(P))” gradyp)(F)+F(x(P)). Logo,

temos que P pode ser obtido por

P = argmin {—x(Q)Ty—|— F (x(Q))} = arg max {x(Q)Ty —F (x(Q))} )
Qedlo Q€dl
Grosso modo, o que d & expressa é o formato da fungéo F, sendo determinado pelo dominio e

conjunto imagem desta dltima. Assim, podemos definir

G(y) = max {x"y—F(x)},

parametrizado por y = grad,(F) € V, como uma outra maneira de codificar o formato de F,

onde

V :={grad,(F) |x€e U}.

Como G ¢ igualmente estritamente convexa, seu formato pode ser codificado de maneira seme-

lhante por F'.

Figura 12 — Representacdo grafica de P como argumento de minimizag¢ao da intersec¢do de Hyp com o eixo
z, para Q ponto do gréfico da fungdo estritamente convexa F' e Hyp hiperplano de inclinagdo
grad,p)(F) passando por O

Z
A

Fonte: Adaptada de Nielsen (2010, p 2).
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Entdo, apresentado isso e transportando tal nocdo para o contexto de 5, observamos que
¢ e y configuram um sistema de coordenadas dual, relacionando-se pelas transformadas de
Legendre

icJ m \;eJ

¢(n) = max (Z o' — w(0)> ., y(®)=max <Z ' — <p(n>> ,

que sdo validas mesmo localmente.

4.4 A geometria da dualidade em geometria da informa-
cao plana

Como foi citado na segdo anterior, uma funcio convexa'® y(?%) induz uma métrica
riemanniana em M. Para finalizar este trabalho, vamos explorar, aqui, a geometria que surge
quando partimos de y. Primeiramente, como foi citado em 4.3, definamos a métrica g em M
a partir da hessiana de y. Assim, g fica determinada na base formada pelos campos d; = %,
com i € J, pela relagdo g;; = d;d;y. De maneira andloga, definimos o tensor 3-simétrico T
em M através da expressdo T;jx = d;d;diy. Note que, pelo teorema de Schwarz para simetria
das derivadas segundas, T €, de fato, simétrico em suas entradas. Além disso, pela linearidade
dos campos d; agindo como derivagdes, T € trilinear, sendo, efetivamente, um campo tensorial

3-covariante em M.

Ademais, usando 4.6, sabemos que

g (v§°‘)aj,ak) _g (v§°>aj,ak) _ %g (A (0,0;).0) = ¢ (vg(’)aj,ak) _ %T,.jk,

de maneira que os simbolos de Christoffel (a menos de abaixamento de um indice) que definem

as a-conexdes em M sao dados por

(@) _(0) &
Ui =T — Eaiajakw, 4.17)
para @ € [—1,1]. Lembrando que
0 1
F,-jlz =5 {0igjx+ 9jgki — kgij} »

que, neste caso, resume-se a
0 _ 1
Fijk = E&,-ajakq/,

podemos substituir essa expressao em 4.17, obtendo, assim,

l—o
% = (2—)a,~ajaky/. (4.18)

18 Durante alguns momentos desta se¢io, quando ndo houver confusio, iremos escrever apenas Y, a fim
de manter a notacao mais sucinta.
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Dessa maneira, fica claro que v, sendo livre de tor¢ao, € uma conexao plana, expressando o
fato de que ¥ configura-se como um sistema de coordenadas afim para ela. Também € possivel
perceber que a conexdo de Levi-Civita, como esperado, escreve-se como a média entre as
Q-conexdes com ¢ opostos, isto &,

1—,O): z(jlz aaaak‘/""rz(ﬂz'i' aaakll/ Fz(]k)+rt(]k)

ijk 2 2

Outrossim, calculemos agora o endomorfismo de curvatura de Riemann'®. Usualmente,
ele € definido a partir da conexdo de Levi-Civita, contudo, como ela é contemplada pelas a-
conexoes, calculemos ele a partir delas. Realizando levantamento de indice, obtemos que os
simbolos de Christoffel de V(%) sdo

=Y Fum gk = 2 Z 3:0;0myg™.

meJ meJ
Consequentemente20
(o)k _ (a)k (a)
RO =Y (a,-rﬂ —ori T
m

lij
- “ (1-afyyy (91900 wg™™) (2919, wg™™) — (j0n0r &™) (99100, we™)

(@kplem _ploiplom)

iml ~j

m ri nrn
ZZZ |:< lmrlg ) lerzgrzm) - (ijrl grlk> (Tilrzgrzm)]
m ry
(1 —04)2
= 4 Z (Tlm Jjl T]m il >
m
Tomando o = 0, obtemos R;‘l ;= Rl(?j)k,
1
Rij=7 2 (Tlm 7= T ,z) (4.19)

meJ

19 Por vezes, ele é referenciado como o préprio tensor de curvatura de Riemann. Aqui, consideramos o
endomorfismo de curvatura de Riemann que usualmente € utilizado na geometria riemanniana como o
campo (3)-tensorial dado por

R:X(M)xX(M)x X(M) — X(M)

0 0 0 0
(A,B,C) — R(4,B)C = V'V c—vIvPc-viY c,

que, em um dado sistema de coordenadas, tem coeficientes Rfa. ; dados por

(9](, 3 7ZRkl]

leJ

20 A fim de tornar a notagfio mais sucinta, o conjunto sobre o qual estamos somando nos somatérios a
seguir foi omitido. Em todos eles, a soma € feita sobre J.



4.4. A geometria da dualidade em geometria da informagcdo plana 103

Lembrando que o tensor de curvatura de Riemann pode ser obtido, em coordenadas,
através de abaixamento de indice de RZ i podemos escrever, no sistema ¥, sua generalizacao

utilizando a-conexdes como

ll]k Z gkm1 ll]

mleJ
U9 5y g, (1 - )
mieJmyelJ
1—o)?
= (T) Y (TanTjt = Ty

meJ

. 0 . £
Assim, o tensor de curvatura usual Ry; jx = Rl(l. j)k escrito nessas coordenadas é

Riijk = % ) <Tikaﬁ1 — Tikm ,~'1"> :
meJ
Desse modo, observamos que a maneira como a curvatura varia em diferentes direcoes depende
do tensor 3-simétrico, ou seja, de derivadas de terceira ordem da funcdo y. Isso pode ser
entendido, também, como uma motivacdo para chamar ¥ de funcio potencial, uma vez que,
de maneira menos formal, podemos compreender o tensor de curvatura de Riemann como

dependente de derivadas de segunda ordem de um dado campo de vetores na variedade.

Além disso, como mencionado brevemente em (AY et al., 2017), 4.19 apresenta uma
forma que se assemelha aquela das equacoes de Witten—Dijkgraaf—Verlinde—Verlinde (tipica-
mente mencionadas como equacdes WDV'V), cujas interpretagdes geométricas manifestam-se
usualmente no estudo das variedades de Frobenius. Como uma ripida explicacio acerca dessa
declaracao, podemos afirmar que elas constituem um sistema de equacdes diferenciais parciais
nao lineares cujo estudo iniciou-se mais sistematicamente a partir da década de 1980 (MAGRI,
2016). Como mostra (MAGRI, 2016), a construcdo dessas equacgdes pode ser feita partindo

de uma fungio w(®!,92,...,9") de n coordenadas ¥ = (d!,92,...,9") de M a valores re-

JdHess(y(0))
20!

Hess(y(1¥)) de w com respeito a ¥ e assumindo invertibilidade para algum c;, digamos ¢y, as

ais. Tomando as componentes ¢; = , com i € J, do gradiente da matriz hessiana

WVDD equagdes consistem em equacgdes da forma
cjcl.Tlcl — clcl.Tlcj =0, (4.20)

para j,l € J. Na empreitada de fornecer uma compreensdo geométrica a essas equagdes, Boris
Dubrovin interpretou ¢y como a matriz das componentes de uma métrica pseudo-riemanniana

em M escrita em um sistema de coordenadas distinguido®! sob a hipétese de que 3 = ( para

131
todo i € J. Esse € um dos pressupostos para a definicdo de espagos onde a geometria deles esta

intrinsecamente relacionada as equagdes WDV'V, chamados de variedades de Frobenius. Como

21 Por distinguido, entende-se que as equagdes de WDVV, nesse sistema, tomam o formato de 4.20. Isso
pois Dubrovin estava interessado em fornecer uma interpretagdo geométrica intrinseca para essas
equacdes (MAGRI, 2016).
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dissertar sobre essas variedades foge a finalidade deste trabalho, para saber mais sobre elas,
veja (MAGRI, 2016). Denotando, entdo, por g, as componentes da métrica em ¥ sistema de
coordenadas utilizado no calculo de Ri ij junto a Y que vinhamos utilizando, temos que 4.20,

nesse contexto, escreve-se como

Y Y (0010, w8 0;0m0k W — 00,0, W8 0;Om ) =0,

meJreJ

ou, em termos do tensor 3-simétrico,

Y (Tikaﬁl — Tikm ,-}") =0. (4.21)

meJ

Atentando-se a 4.19, vemos que 4.21 ¢ verdadeira apenas se a curvatura Rfa. ; heste ponto for nula.

Desse modo, fica explicita a relacdo entre essas expressoes.

Finalizado, entdo, esse comentério sobre as equacdes WDV'V, contudo, ainda nos atendo
a discussoes a respeito de curvatura, podemos afirmar que uma variedade ser plana em relacdo a
uma ¢-conexao € uma caracteristica que se preserva por dualizagcdo, como expressa o seguinte

resultado.

Proposicao 12. (AY et al., 2017) Seja (M,g,T) variedade estatistica. Se R(=%) & nulo, entdo

R(®) também é.

Demonstragdo. Em um sistema de coordenadas arbitrério, temos que

(V09 + %jf (3,90))

= V._a)V§~O) 8k + %Vf_a)% (8j, a[()

2
VIOV ar 3 (3,900) + SV (31,00) + % (9,7 (91,00).

Por simples permuta¢des de indices e trocas de sinais, podemos obter expressdes andlogas para

Vi.fa)nga)&(, Vga)Vg.abk e VEa) Vﬁ-a)&(. Observe que

V(*O‘) ak — V( )

(04
5.3, [3,-7 0%t 57 ([8:9],9) =0 = v

(04
[;” 5% 57 ([9:9)] ) = Vi o

Substituindo isso junto a VE_‘X)VE_OC)&,{ e vg‘“)vﬁ“’”ak em R(—%) (8,-, 8j) dr = 0, obtemos
o

A== | (VP 00) + 9" (3.00) = # (V0 03) =V (9,90

onde

2 2
A= VOV et S (0 (91,00)) = VYO0 = S (91, (,00)
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Calculando R(%) (0;,0;) por meio de VE“)Vj.“)ak e Vﬁ.a)V(abk, podemos notar que A aparece

i

nesse cdlculo, de maneira que € vdlida a seguinte sequéncia de igualdades:

R (3;,0;) dx =A— % (V0. 0) = V0 (3,00 + o (V9. 0;) + V) A (91,90)
—A—A
= ()’
paratodo i, j,k € J. [

Dito isso, voltemo-nos agora a conexao v(=D), que, segundo 4.18, é dada, em ¥, através
dos simbolos

(=1)
Fijk = 8,-8j8k1//.
Vamos definir, entdo, o sistema de coordenadas 1 = (11,12, ...,N,) em M dado por
ni = ail//7

para todo i € J. Consequentemente, g;; fica escrita, em termos de 1, como g;; = d;n;. Aplicando,

entdo, a transformada de Legendre

p(n) = max <Z ' — w(%) ,

ieJ

obtemos que a funcdo potencial de 1 € dada através de

w(8)+o(n)—Y 8'n=0. (4.22)
ieJ
Com efeito,
: do(n) _ 9 : :
0’ =t = — o' —wy(d) | =%
o(n) o = om ;, ni—w(9)
e, além disso, lembrando que
Y gijg" =8,
jeJ

como, para i # k,

Zanjaﬁi_aﬁf_l Zanjaf}k_af}k_()
avion; IJv vl dn;  IB

jer

fica claro que

Esse fato, como esperado, estd em consonancia com 5, de tal modo que tomar como ponto de
partida uma func¢do potencial ou basear-se em uma métrica ji estabelecida na variedade sdo
abordagens que se equivalem. Esse é um resultado apresentado em (AY et al., 2017) como o

seguinte teorema.
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Teorema 6. (AY et al., 2017) Uma estrutura dualmente plana, isto €, uma métrica riemanniana
g juntamente com duas conexdes planas V e V* que sdo duais em relacdo a g, é localmente
equivalente a informacio?> de uma tinica fungdo convexa y, onde a convexidade aqui se refere

as coordenadas locais ¥ e ndo a qualquer métrica.

Por fim, € importante pontuar que, como os resultados apresentados possuem, em sua
maioria, um cardter local, as condi¢des de compatibilidade entre sistemas de coordenadas
precisam ser satisfeitas com o intuito de produzir uma estrutura que se estenda para toda a
variedade. Contudo, como propde (AY et al., 2017) ao introduzir essa questdo, variedades de
distribui¢des de probabilidade ndo apresentam, em geral, fendmenos singulares, sendo bem
comportadas dentro do que foi apresentado (AY et al., 2017). Desse modo, essa discussdo perde
seu carater emergencial dentro deste tratamento amplo. Obviamente, uma anélise cuidadosa
acerca das sobreposi¢cOes de cartas pode ser feita, entretanto, a geometria da informagao, ao
menos na generalidade de sua bibliografia, considera esse formalismo um ponto marginal,
que usualmente é omitido. Esse comentério coloca-se como uma recomendagdo sobre aplicar
resultados de geometria da informagdo a espacos que apresentam certas anomalias do ponto de

vista geométrico.

22O autor utiliza o termo “datum” que, durante toda a obra, aparece com o sentido de “informagio”,
como em “additional datum”. Por ser um termo impreciso no enunciado do teorema e cuja traducio
nao foi feita de maneira literal, optamos por fazer essa observacao.
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CAPITULO

APLICACAO: GEOMETRIA DA
INFORMACAO E LIMITES QUANTICOS DE
VELOCIDADE

5.1 A introducao da geometria da informacao na busca

por limites quanticos de velocidade

Como foi mencionado diversas vezes durante este trabalho, a geometria da informacgao
coloca-se com um potencial de aplicabilidade que se estende para além da matematica. Neste
capitulo, apresentaremos uma dessas aplicacdes, observando como essa drea pode ser utilizada
no estudo de limites quénticos de velocidade, referidos como QSL, através de uma abordagem
geométrica. Para tal, iremos nos basear no artigo de revisao (PIRES e al., 2016), seguindo

fortemente o contetido exposto nele.

Dito isso e dialogando com o inicio de 2, podemos destacar que, no contexto de mecanica
quantica, existem diversas relacdes de incerteza consagradas, em que uma das mais célebres
diz respeito ao Principio de Incerteza de Heisenberg. Assim, dados A e B dois observéveis
referentes a um sistema quantico, sejam, respectivamente, AA e AB as raizes quadradas dos

desvios quadrados médios de suas medidas em um estado arbitrario |y), isto é,

AC=\/(wlC—(C2ly), (€)= (vIClw)
para C = A, B. Entdo, é valida a relacdo
1
AAAB > - [(w[[A. Bl W)l

chamada de um relagdo de incerteza entre A e B e onde [A, B] é o comutador de A e B (PICASSO,
2015), podendo ser entendida como uma desigualdade que envolve as incertezas nas medig¢des
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dos dois observaveis. Desse modo, € legitimo o questionamento acerca de uma relacao dessa
forma para o tempo e a energia. Esse questionamento encontra como primeiro obstdculo o fato
do tempo ndo ser um operador associado a um observdvel, mas um parametro universal relativo
a dindmica do sistema. Isso conduziu a uma falta de consenso entre fisicos sobre interpretar
a ndo comutabilidade entre o operador energia ih% e o tempo ¢ como uma impossibilidade
de os medir simultaneamente! (PRICE; CHISSICK; HEISENBERG, 1977). Nesse contexto
de busca por uma relagdo de incerteza envolvendo essas grandezas, interpretou-se tal relacio
como uma desigualdade que expressa o limite minimo imposto pela fisica sobre o tempo de
evolugdo de um sistema entre dois estados quanticos distinguiveis (PIRES et al., 2016). Durante
o desenvolvimento histérico dessa questdo, houveram diversos resultados. Um deles, atribuido
aos fisicos soviéticos Leonid Mandelstam e Igor Tamm, diz respeito a dindmicas unitarias’
geradas por um hamiltoniano dependente do tempo e que evolui os sistemas de um estado puro
|w(0)) para outro estado puro |y(7)), sendo esses estados distinguiveis (PIRES ez al., 2016).

Nesse caso,

harccos T 0
_ harceos (|(w(0)] w(0)]) 50
AE
Outro resultado, obtido pelo engenheiro canadense-estadunidense Norman Margolus e
pelo fisico russo-estadunidense Lev Levitin, é valido para sistemas fechados cujo hamiltoniano
H ¢ independente do tempo e evolui os sistemas entre dois estados puros ortogonais (PIRES et

al., 2016). Nesse contexto, o resultado de Margolus e Levitin pode ser traduzido na relagao

hm

T> —
~2F’

E:= (H). (5.2)

Desse modo, unindo 5.1 a 5.2, obteve-se um limite mais apertado® para T quando h4 o tratamento
de uma dinamica unitdria que evolui um estado puro |y(0)) a outro |y(7)) ortogonal ao primeiro
(PIRES et al., 2016). Nesse caso, como |[(y(7)|y(0))| = 0, temos que

£>ma hm hm
XS ——, — .
- 2AE’2E

Posto isso, diante dessa busca por QSLs, aspectos geométricos podem conduzir a tais limites,
de maneira que a geometria da informagao apresenta-se como colaborativa nesse processo. Isso

se da por meio do estudo de distinguibilidade entre dois estados de um sistema através do uso

' E importante pontuar que ndo hd consenso acerca de simultaneidade de medig¢des envolvendo 7 e

outras grandezas fisicas, sendo um termo comumente usado com um sentido amplo e intuitivo (PRICE;
CHISSICK; HEISENBERG, 1977).

Dado um espago vetorial complexo V munido de um produto interno (-|-), um operador U em V é
chamado de unitdrio em V se ele preserva a norma de todos os vetores de V (WAN, 2019). Assim,
uma dindmica € unitdria se ela é regida por operadores unitdrios, como ficard mais claro quando
apresentarmos a decomposicao de uma evolucdo através de operadores de Kraus.

Por “limite mais apertado” entende-se um limitante melhor para 7; mais rigido. Esse € um termo de
dificil traducao do inglés para o portugués e alguns autores optam por manter a adjetivacdo “tighter”
para caracterizar limitantes mais apertados para T. Aqui, optamos por o traduzir como “apertado” e
fazer essa observacao.
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de modelos estatisticos, uma vez que o conjunto de operadores densidade sobre o espaco de
Hilbert de um sistema possui estrutura intrinseca de variedade diferencidvel (PIRES et al., 2016).
Entdo, por meio da introdu¢do de uma métrica riemanniana nesse conjunto, 0 comprimento das
geodésicas com respeito a sua conexao de Levi-Civita pode ser utilizado para gerar um QSL.
Assim, a busca por esses limitantes se traduz, primeiramente, na procura pela métrica riemanniana
que melhor expressa a fisica dessas dindmicas quanticas. Perceba que é apropriado assumir que
essa métrica € contrativa sob mapas completamente positivos que preservam traco e a justificativa
para isso é simplesmente porque tais mapas mantém as caracteristicas dos operadores densidade
(PIRES et al., 2016). No contexto cldssico, assumir isso consiste em considerar que a métrica
€ contrativa sob mapas estocasticos. Tratando de geometria sobre espacgos de distribui¢des de
probabilidade de dimensao finita, como consequéncia do Teorema de Caracterizagdao de Chentsov,
temos que a métrica de Fisher € a unica métrica riemanniana contrativa sob tais mapas. Ja no
contexto quantico, a métrica de Fisher coloca-se como constitutiva de uma familia de infinitas
métricas que satisfazem essa condigdo de contracio (PIRES et al., 2016). E por meio de anélises
geométricas dessa familia que se obtém alguns QSLs. Apresentemos, entdo, um processo para a

obtencao desses limites.

5.2 A obtencao de QSLs geométricos

Sabemos que qualquer sistema quantico estd associado a um espacgo de Hilbert, usu-
almente denotado por 7. Dito isso, definamos o espago de operadores densidade sobre esse

espago.

Definicao 30 (Operador densidade). (PIRES et al., 2016) Seja .7 um espaco de Hilbert. Um
operador sobre ¢ que é hermitiano, positivo semidefinido e de trago unitario é chamado de

um operador densidade sobre .7#°. Denotamos o espago de operadores densidade sobre 7 por

D(H).

Assim, os estados de .7 sdo representados por Z(.7¢) munida de uma métrica rieman-
niana (-|-). Como vimos em 5.1, métricas que sdo contrativas apresentam importancia destacada

no estudo de QSLs geométricos, de maneira que € coerente defini-las.

Definicao 31 (Métricas contrativas). (PIRES et al., 2016) Seja F : 5 — ¢ um mapa comple-
tamente positivo e que preserva traco. Uma métrica riemanniana g em Z(¢) é dita contrativa
sob F se, para todo py,pr € 9(H),

Z(F(p1),F(p2)) <Z(p1,p2),

onde . expressa a distincia geodésica induzida por* g.

4 Perceba que essa defini¢do pressupde que (Z(),g) é geodesicamente completa, suposicio que
transpassa todo o artigo (PIRES et al., 2016).
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Como argumenta (PIRES et al., 2016), no caso de dimensao finita, as métricas contrati-
vas® sdo caracterizadas pelas chamadas fungdes de Morozova-Chentsov, ou seja, para cada uma
dessas fungdes, existe uma métrica riemanniana em Z(.) que satisfaz a condi¢@o de contra¢do

em questao.

Definicao 32 (Fungdes de Morozova-Chentsov). (PIRES er al.,, 2016) Uma funcdo
f:(0,40) — (0,4o0) é chamada uma fungdo de Morozova-Chentsov se ela satisfaz as condi-

coes abaixo:

1. Monotonicidade para operadores: para quaisquer operadores A e B semipositivos definidos
tais que A < B, entdo f(A) < f(B).

2. Autoinversibilidade: para todo ¢ € (0,+o0), f satisfaz f(t) =tf(1/1).

3. Normalizagdo: f(1) = 1.

E importante notar que essas fungdes sdo limitadas inferiormente e superiormente, de
forma respectiva, pelas funcdes de Morozova-Chentsov fiin € fmax dadas por
2t 1+t
1_—|—t7 f max — T
Em outras palavras, dada f uma fung¢do de Morozova-Chentsov, para todo ¢t € (0,4o0),

Jin(t) < f(t) < fmax(t) (PIRES et al., 2016).

frnin =

Ademais, denotamos por g/ a métrica contrativa associada a fun¢io de Morozova-
Chentsov f. Assim, dada gf , baseando-se no trabalho (PETZ, 1996) do fisico hingaro Dénes
Petz sobre as descobertas de Chentsov e da fisica russa Elena Morozova, (PIRES ef al., 2016)
apresenta o elemento quadratico de comprimento ds? entre dois operadores densidade vizinhos

p e p +dp induzido por g/, a menos de um fator constante, como

2
dpj; 2
ds* = 7 Z—< f?) +2 Y o (pj,pi)|dpi]”| (5.3)
jer  Pj jleT
j<l
onde p foi escrita em sua decomposicio espectral p =Y jc; p;|j)(jl, com 0 < p; <1 para todo
j€JeYeypj=1,ondedp; := (j|dp|l) e onde ¢/ é a fungdo dada por
1
puf(pi/pi)

Observe que o primeiro termo de 5.3 ja foi apresentado, correspondendo a métrica de Fisher clas-
6

(pj,p1) = (5.4)

sica
5

em p. Ja o segundo termo € responsavel pela nao unicidade da métrica, sendo dependente

A partir de agora, a especificacdo da contracdo ser sob mapas completamente positivos e que preservam
traco serd omitida.

A caracterizagdo “cldssica” advém da existéncia de uma segunda métrica, conhecida como métrica
de Fisher quantica. Além disso, € comum dizer que essa expressao para a métrica de Fisher é em p,
diferentemente do caso de modelos estatisticos fora do contexto quantico, em que se costuma dizer
que a métrica € no parametro j, tal qual fizemos em 2.2.
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das funcdes de Morozova-Chentsov e sendo uma expressdo da coeréncia’ de dp com respeito
base de autovetores de p (PIRES er al., 2016).

Note que, como g/ é contrativa, entdio seus comprimentos geodésicos sio medidas de
distinguibilidade genuinas para densidades de probabilidade (PIRES et al., 2016). Isso pode ser
explicado do ponto de vista de sistemas abertos®. Em um sistema quéntico aberto, a informacio
¢é perdida para o ambiente, de maneira que, na média, estados inicialmente bem distinguiveis
tornam-se cada vez mais parecidos a partir da perspectiva das medi¢cdes quanticas. Explicado isso,
por mais que os comprimentos geodésicos, nesse contexto, sejam medidas de distinguibilidade
genuinas, o célculo de geodésicas e, consequentemente, de seus comprimentos, pode ser um
trabalho complicado, como sabemos e j4 comentamos em 3.5. O caso da familia de métricas gf
em Z(.) nao ¢é diferente. Como destaca (PIRES ez al., 2016), as expressoes analiticas para as

distancias geodésicas, nesse caso, sido conhecidas apenas para g/m» e g/W¥ onde

Wi+1)*

fwy (1) = ——

No caso de g/m», essa métrica é conhecida como métrica de Fisher quantica, uma vez que ela
apresenta um formato andlogo ao da métrica de Fisher cldssica, sendo definida, em um estado

quantico parametrizado pg, por meio da matriz de informag@o de Fisher quantica de entradas

Fj(§) = lTr (Pé {LhLJ})

onde {L;,L;} indica o anticomutador de L; e L; e onde L; e L; sdo chamados de derivadas

logaritmicas simétricas, dadas por

1
dipg = 3 (peLi—Lipg)

paratodo i € J (LIU et al., 2019). Desse modo, a menos de um fator multiplicativo, o elemento

quadritico ds® dessa métrica escreve-se como

:% Z(dpu ) Z

1 jldp|1)|?
dszz_[ [(jldpln)| ~Japy
jer  Pi jzejpz

2 jled pjtpi

que est4 de acordo com 5.3, e a distancia geodésica £ (py, p2) entre py, pr € Z(#) induzida
por g/m & dada por
OZQF(pl,pz) = arccos ( F(pl,p2)>, (5.5)

onde F(p1,p2) := (Tr [ /P1P2+/ pl} )2 ¢ conhecida como fidelidade de Uhlmann entre p; e p;
(PIRES et al., 2016). J4, quando a fungiio de Morozova-Chentsov é fiyy, g¢/"* recebe o nome

7 Um estado é coerente em uma dada base do espaco se os seus termos ndo diagonais, nessa base, sio

nao nulos.
Um sistema aberto é um sistema fisico bem delimitado tal que é possivel haver fluxo de matéria,
trabalho e energia, por si mesma, através desse limite (BASU, 2018).
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de métrica de Wigner-Yanase, cuja distdncia geodésica entre p; e pr € Z(S), nesse caso,

€SCreve-se como

LYY (py,pa2) = arccos (A(p1,p2)), (5.6)

onde A(py,p2) =Tr (, /D1 /pz) € chamada de afinidade quantica entre p; € p> €, assim como a
fidelidade de Uhlmann, é uma medida de distinguibilidade entre estados quanticos (PIRES et al.,
2016).

Outrossim, mesmo sendo complexo o célculo de tais distancias geodésicas, podemos
estudar a evolugdo de um estado quantico genérico a fim de, por meio da caracteristica de
minimizagdo das geodésicas, expressar QSLs. Assim, dado py € Z(.7), a evolugao dindmica de
po pode ser descrita por meio dos chamados operadores de Kraus Kf ,com j € J, que constituem
uma familia de operadores {Kf } jes que satisfazem Y. jc; KfTKf =1 e dependem do r-pardmetro
E={&,&,...,&} que define a dinAmica (PIRES et al., 2016). Desse modo, a evolugéo de pg
determinada por £ pode ser escrita como

_ S S
pe =) K;poK;',
=
de maneira que ela pode ser interpretada como um caminho’ em 2(.#) iniciando em py.
Considere, entdo, uma dinamica evolutiva pg em que & varia analiticamente de um parametro &;

para um &f, determinando, assim, uma curva 8 diferencidvel ligando Pe, a Pg,

Figura 13 — Representacdo gréfica de uma variacdo analitica na evolucdo dindmica de py. As curvas
tracejadas indicam evolugdes intermedidrias entre pg, € pe,, que determinam a curva f3

ligando pg, a pg,

Fonte: Adaptada de Pires et al. (2016, p 021031-3).

Sabemos que o comprimento Eg de B depende da escolha de g/ e, para cada f fixado,

esse comprimento € dado por

% A notagio p¢ indica tanto o ponto final da evolugéo de py determinada por & quanto essa propria

dindmica evolutiva.
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Perceba que, como a variagdo analitica do parAmetro & foi tomada arbitrariamente, o compri-

mento de 3 € limitado inferiormente pelo comprimento da geodésica minimizante ligando pg¢, a
Per-

Ademais, note que, como a evolugdo pg € fungdo de &, temos que

dpe = ) pe d&.
i=1

Escrevendo pg em sua decomposigdo espectral como pg =Y jcy pjlj){j], com 0 < p; < 1 para

todo j€Je) jcypj= 1, temos, pela regra do produto para derivadas, que
9kpe = Y- {(9p;) 1)1+ 27 (96l ) (Gl + 1) (9]}
jeJ

Usando a identidade (i (j|)|l) = — (j|dk|l) paratodo j,l € Jek € R:={1,2,...,r}, obtemos

a expressao

(Jowpe|t) = Y [(710kpm| m) (m|1) + {j| pm (Olm)) (mlL) + (jlm) pm (Ok(m]) 1)]

meJ

= okpiSji+ (pi—p;j) (jokll) .

Consequentemente, temos que, para todo j,/ € J e k € R, é valida a seguinte sequéncia de
igualdades

(7]dpe|1) 2%0\91«95 d&| 1)

=Y [Opi8i+i(pi—p;)i(jlol1)] d&

keR

=) [‘9kl’j5ﬂ +i(pi—pj) %’?] de,

keRr
onde @%ﬁ :=i(j|0k|l). Desse modo,

Yo koer (O P)) (Opj) A& dér,,  sei=j

[(ildpe 1) = N N
Yk ker(Pj— P1) szﬂ %,j d&i,d&,, caso contrério.

Com isso, podemos escrever ds? em termos de d&y, com k € R. De fato,

1 0 (9
i?=2 1Y ¥ Gur) Bors) Ly gy pispr) (=) ) | & dé,
JET ki kaER Pj JET ki ko ER
j<l
Ly (9upi) (9epi) | 2 ks
= Z ZZ ZC p,,pz Pl) ;ijl 42711' dgkldékz

kijoeR | T jel Pj JleJ

j<l

_ f
— Z g/q,kz dgkldékza

ki,kpER
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onde
gk1k2 Jklkz + Qk]kz’
com
1 I, pj) (I,p
Fliky :Z ( : ])( ’ J>7 .7
jeJ Pj
1 : 2k k
21, =5 L (pim) (0= p)” ) o (5.8)
jles
j<l

Comparando essa expressdo com 5.3, observamos que o termo %k, € uma expressdo comum a
toda familia de métricas g/, enquanto que "@/{1 ks refere-se a contribui¢do advinda da funcado de

Morozova-Chentsov f.

Considere, agora, que & é fungdo do tempo. Sendo T o tempo de evolugdo de pg, tome
a parametrizagdo ¢ € [0,7] — £ (¢) tal que £(0) = & e £(7) = Ep. Logo, o comprimento da
geodésica minimizante ligando pg ao estado final p; € um limitante inferior para o comprimento

da curva o de evolucdo do estado pg a pr, ou seja,

27 (po,pz) < L (po,p2) (5.9)

onde

v d&y, d&
oL : :/ f 1 85k 4y
o (pO pT) 0 \/kIEGnglkz dr dt

Figura 14 — Representacdo grafica da evolucdo dindmica de py no tempo. Em azul, temos o estado
evolutivo de pyp no tempo ¢ € [0, 7. Inicialmente, a curva se aproxima daquela que fornece a
evolug@o pg, e, conforme 7 chega perto de 7, a curva azul torna-se proxima de pg,

Fonte: Adaptada de Pires et al. (2016, p 021031-3).

Note que, para cada fun¢do de Morozova-Chentsov f, 5.9 fornece um QSL geométrico.

Assim, fixada a dindmica o que evolui pg, a fim de mensurarmos quao apertado ¢ o QSL
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fornecido por uma métrica g/, definamos a diferenga abaixo relativa a geodésica minimizante
ligando pg a pz:
6f _: fé (PO7P1) _gf (p07pf)
* ‘i’ﬂf (p07 Pr)

Assim, para cada dinamica ¢, o QSL geométrico mais apertado obtido a partir de 5.9 € aquele

referente a f que minimiza 55 (PIRES et al., 2016). Logo, o QSL geométrico mais apertado é

LM (po,pe) < L4 (po.pe) (5.10)

onde fy € a fungdo de Morozova-Chentsov tal que fy = argminy 85 (PIRES et al., 2016).
Perceba que, por mais que 5.10 seja apertado quando comparado com 5.9, ainda ha a dificuldade
de calcular o lado esquerdo dessa desigualdade. Sendo assim, a fim de ilustrar tais QSLs, explo-
remos trés exemplos nas proximas se¢des deste capitulo, analisando os casos em que esse calculo
pode ser realizado sem grandes dificuldades. Nesse ponto, finalizamos as aplica¢gdes do que foi
apresentado, especialmente no capitulo 2, a busca por QSLs. Por completude, apresentaremos
os exemplos seguintes a fim de ilustrar o papel do andlogo quantico da métrica de Fisher no

contexto de limites quanticos de velocidade.

5.3 Dinamica unitaria

Considere um sistema quantico fechado com estado inicial py que evolui por uma
dindmica unitaria. Como a soma de operadores unitarios nao necessariamente ¢ um operador
unitdrio, a decomposi¢do de uma evolugdo unitdria p; em operadores de Kraus escreve-se
como pg = UgpoU !, onde Ug € unitario. Considerando tal evolugd@o, como transformagoes

unitdrias ndo alteram pureza'”

, a matriz de pe ndo depende de & na base dos seus autovetores e,
consequentemente, dyp; = 0 para todo i € J e para todo k € R, onde p; sdo os autovalores de pe
(PIRES et al., 2016). Assim, observando 5.5, para todo ki,k; € R, temos que %, = 0. Desse
modo, no caso unitario, g{l ks simplifica-se em le k- No caso de dindmicas unitarias, € conhecido
que szfj’j = %(]]AHEU), onde AH,f = Hk'g — (H,f>, com (H,f) =Tr <p5Hk§) eH,f = —ihUéakUg
(PIRES et al., 2016). Nesse caso,

1 2. .
8t 1 = Lty = e Y. ¢ (pipi) (p— p1)” GIAHE 1) (A | ), (5.11)

j.leJ
Jj<I

que € uma expressao dependente da escolha da funcdo de Morozova-Chentsov. Uma vez que as

geodésicas de g/m~ sdo conhecidas, estudemos tal caso. Como

2
pi+p

Cfmax (pjypl) —

10 A pureza de p € Z(J) é definida como Tr(p?).
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obtemos que 5.11 escreve-se como

— AH? |1)(I|AH? |
Sk = 2hz”):€‘,J p,+p AH | (1AHL |j)-

Uma vez que 0 < p,, < 1 para todo m € J, sabemos que vale a desigualdade

(pj— )’

<pjt+p.
pi+pi !

Desse modo, obtemos um limitante superior para g,gliz, dado por

AHE AH,i)

OF Z g S Cg(
pj+pl) <J|AH |l><l|AH |]> 72

8 hS
k1k2 2h2 e

b

onde

. L1
‘f(AHflvAHf) = '123 (pj+ pr) GIAHE [D{11AH |j) = 5T [pé{AHé AH" }]
JRUS

¢ chamada de covariancia simetrizada de AHE1 e AHké2 (PIRES et al., 2016). Assim, substituindo

isso em 5.9, obtemos a relagdo

T d&y, d&
L% (po, ) S/ gl o2 dr
0 klkzz"eR kike gy dt
17 EoapE 98k Ak
< = ¢ (AH® AH; | =122 dr
_h/o \/klkzz"eR < ki k2> dt dt

Por simplicidade, suponha que & seja um 1-parAmetro, digamos & = ¢. Nesse caso, H]f reduz-se
apenas a H; = —ii/‘zUtB,U;r e € (AH,E,AH;Z) corresponde a variancia quadratica de H;. Com

efeito,

C (AHLAH) = 2 Y (pi+ pr) (1A 1) (1| AH]j)

2j,l€]
=Tr [Pé (AHt)z]
= Tr{ pg |(H)” — Hy (Hy) — (H) Hy+ () }
= ((H)?) — ().

Nesse caso, entdo, o limite que haviamos obtido escreve-se como

' 2 (po, pe) S%/ \/ <H2> (H;) 2dr =
1 [t
?/o V (HP) = (Hy)? di

onde
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¢ a variancia média de H; (PIRES er al., 2016). Consequentemente, temos o QSL

/]
> — 2% (po, pr),
T2 NG (Po,Pr)

que possui um formato préoximo aquele obtido por Mandelstam e Tamm (PIRES ez al., 2016).
Isso se deve ao fato de eles terem estudado estados puros distinguiveis, uma vez que a fidelidade

de Uhlmann é nula nesse caso e, como consequéncia de 5.5, observamos que .Z2F (pg, pr) = z.

Ademais, assim como no caso de g/m=, a expressio das geodésicas de 5.11 sdo conhecidas
quando a fun¢do de Morozova-Chentsov escolhida € fiy. Desse modo, estudemos 5.9 quando
g/ é a métrica de Wigner-Yanase. Introduzindo fiyy na expressio 5.4, temos que
4

(VPi+v/P1)

Cf(l?japz) =

Substituindo em 5.11, obtemos

Pj— DI . é & .
=5 X (g 2P i ) )

j<l
— 1o ([vpang | [vp.am )

:h—zzg <AH,§1,AH,§2>,

onde & =~ Tr (| /P, AHf | | /P, AHE | ) (PIRES et al,, 2016). Substituindo na desigualdade
5.9, obtemos
WY ( & ¢\ 45k 48k,
< PO pr <—/ \/ AH Asz) 77 dr

Tal como foi feito para o caso da métrica de Fisher quantica, vamos supor que & € o 1-parAmetro
& =1, de maneira que Hkg escreve-se como H; = —ihU; 8tU,T. Nesse caso, ¢ reduz-se a chamada
) - e 2 .

informacdo assimétrica & (p;,H;) := —%Tr ( [\/ﬁ , AH,} ) entre o estado evoluido p; e o H;.

Entao, nesse caso, 5.9 escreve-se como

LA (oo, pe) < Y2V 7

onde

V7 = 1/T 7 (o Hy) di

TJo
¢é a raiz quadrada da informacgdo assimétrica média entre p; e H; (PIRES et al., 2016). Logo,

temos o QSL geométrico
h

> —Y
ViV
Usando o fato de .% (p;, H;) < <(H,)2> — (H,)?, observamos que

Wy (POaPr) .

T2 ﬁ " (po,pz) > TAL‘EWY (o, pz) -
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Suponha, entdo, que py e pr comutam. Nesse caso, \/-Z (po, Pr) = A(po, Pr) €, consequente-

mente,

h h
> — 9o > W
(2 AE (p()?p’b') el \/m (P07P7)7

de maneira que, em termos da variancia média de H;, a métrica de Fisher quantica é mais apertada
do que a métrica de Wigner-Yanase nesse contexto (PIRES er al., 2016). Esse € um resultado
advindo nao apenas da comutatividade da distribui¢ao inicial py e da final p;, mas também da
dindmica ser unitaria. Estudemos, agora, o que ocorre em dois casos em que essa unitariedade da

dinamica é retirada e o sistema deixa de ser fechado.

5.4 Dinamica nao unitaria - canal de defasagem paralela

Estudando o caso de um gubit'', um estado na esfera de Bloch!? pode ser denotado por

onde 7 = (rsin6cos @, rsinOsing,rcos ), com r € [0,1], 0 € [0, 7] e ¢ € [0,27), é chamado
de vetor de Bloch e G é o vetor das matrizes de Pauli!3 (PIRES et al., 2016). Considere, entdo, a
equagdo

228 — (o) +L(p)
que rege sistemas quanticos abertos, chamada de equag¢do mestra de Lindblad, onde
H(p) := —i[H, p] representa a evolucdo unitdria dada pelo hamiltoniano H e L(p) é um termo li-

ouviliano, que descreve o ruido no sistema quantico (PIRES et al., 2016). Sendo assim, considere

T
H= %03, L(p) = —E(P —03p03), (5.12)

onde @y é a frequéncia unitdria e I' é a taxa de decoeréncia'* na base computacional. E importante
citar que, por frequéncia unitdria, entende-se a frequéncia que surge quando se evolui o estado
pela equagdo de Schrodinger, sem o termo liouviliano. Dito isso, sob as consideracdes de 5.12, o
canal que introduz o ruido no sistema €é chamado de canal de defasagem paralela, uma vez que
L(p) tem a mesma dire¢do dada pela matriz de Pauli que H.

"1 Um qubit é um sistema quéntico de dois niveis distintos. Ele é um bit que possui dois estados

distinguiveis |0) e |1), podendo existir em um estado de superposi¢io deles (WATERLOO, 2022).
Grosso modo, a esfera de Bloch € uma representacdo geométrica esférica de um qubit. Os pontos
na casca da esfera correspondem a estados puros, enquanto que os pontos do interior referem-se a
misturas de estados. Os polos norte e sul representam, respectivamente, |0) e |1).

13" Para saber mais, veja o capitulo 2 de (NIELSEN; CHUANG, 2010)

Uma decoeréncia € um processo para eliminar os termos ndo diagonais de um estado coerente em
uma base. No caso de qubits, a coeréncia € usualmente expressa em relagdo a base computacional

{10),11)}-

12
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Figura 15 — Representacdo grafica da esfera de Bloch no caso de um canal de defasagem paralela. O canal
contrai a esfera mantendo a direcfo z intacta, assim como o centro da esfera deformada, fato
que fornece a esse canal a adjetivacao unital

T )

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nesse caso, a evolucdo de py, descrita em termos de operadores de Kraus, é da forma
pr = KoPng + K1 poK;,

onde

e—ia)ot/Z 0 e—i(x)gt/Z 0
Ky = V4+ 0 eiwot/Z ) Ky = vV4q- 0 _eiw()f/z )

com gy = % para g; := e’ (PIRES et al., 2016). Tomando p; em sua decomposicdo espectral,

obtemos
Pt = Z pjl6:, 8) (6, 1,
j=*
onde
pei= 5 (1%n5),

& = \/cos2 8o + g2 sin” Oy,
1 ; .
6.6 = - [(cos80-£8)[0) + (@ Mg sine 1)

para N1 constantes de normalizacdo e ry, 8y, ¢y coordenadas do estado inicial na esfera de Bloch
(PIRES et al., 2016). Note que

roq: (%) sin? 6o
2§

atpi ==
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Substituindo isso em 5.7, temos que

T — 1 [(atPJr) (drp+) + (drp-) (atp—q
4 P+ P-

2 2
1 | réd? (‘izf) sin* 6y ro‘]r (—%) sin* 6y

d
4| 482 (3 + k) 4‘3 (3 270&)

2
2.2 (dg 4
rod; <d—[’> sin” B

4‘§t (1 _rogt )

Além disso, perceba que
L2
q:sin“ 6y | . dgq; \ cos 6y
(6, 0|06, 1)+ = W {la)OQz:F (E) g ] 5
de maneira que a expressdo 5.8 escreve-se como
2
cos? 6y (dq’> )

T o sin” Bpc’ (P+:P-),

9/ = % g g+
onde as constantes de normaliza¢do foram desconsideradas. Com esses resultados, temos que os
termos .Z ¢ 2/ da métrica gf “anulam-se para todos os estados que, inicialmente, estao sobre o
eixo z, independente da fun¢do de Morozova-Chentsov f. Isso se deve ao fato dos estados nesse
eixo ndo serem afetados pelo canal de defasagem, como € possivel observar em 15. Estudando,
entdo, a qualidade das métricas de Fisher quantica e de Wigner-Yanase na obten¢do de QSLs, os
autores de (PIRES et al., 2016) identificaram um fendmeno que destoa daquele observado para o
caso unitario. Em regimes de baixa frequéncia, ou seja, conforme @y aproxima-se de 0, a métrica

Y produz limites mais apertados que g2%, especialmente para raios iniciais ry préximos da
superficie da esfera e para angulos iniciais 8y perto de 0 ou 7. Em outras palavras, nesse regime,
a métrica de Wigner-Yanase produz QSLs tdo melhores que os obtidos pela métrica de Fisher
quantica quanto os estados iniciais estejam proximos dos elementos da base computacional na
esfera. J4, conforme a frequéncia aumenta, esse comportamento se inverte e, para estados iniciais
nas proximidades de |0) e |1), g¢F produz limites mais apertados que g"", como expde (PIRES
et al., 2016). Isso mostra que, em sistemas mais realisticos, nem sempre a métrica de Fisher
quantica € a melhor no estudo de QSLs. Seguindo o que foi proposto em (PIRES et al., 2016),
vejamos se esse € um comportamento que se estende para canais que deformam a esfera ao longo

do eixo z, também.

5.5 Dinamica nao unitaria - canal de amortecimento de

amplitude

Ainda considerando um qubit, a evolucao

pr = KopoK{ + K1poK] ,
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de pg € descrita em termos de operadores de Kraus

() o (2%)
0 V1-§& 0 0

onde & :=1— e 1" (PIRES et al., 2016). Esse canal desloca o centro da esfera de Bloch na

direcdo positiva do eixo z, deformando a esfera em direcéo ao estado |0).

Figura 16 — Representacdo grafica da esfera de Bloch no caso de um canal de amortecimento de amplitude.
Ele desloca a esfera na direcdo z junto ao seu centro, sendo um canal ndo unital

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nesse caso, a decomposi¢do espectral da evolucao p; do estado inicial py € dada por
pr = Z P60, 01) {0, Ol
j=%

onde
1

Pt = 5(1 + %),

O i=/1-5(1-&),
&= 1—r8+§t(1 —rocoseo)z,
G :=&+ro(1—E&)cosby,

61,91} = %v: (6290 [0) + ey T-Esinenl1)].

e N1 sdo constantes de normalizacdo (PIRES et al., 2016). Perceba que
1
o pt = iiat 1

l—*e—rt

==
4%,

(&= 1) (1= rocos )"+ .
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Substituindo em 5.7, obtemos

T — 1 {(8+P+) (9+p+) n (dip-) (8,p_)}

4 P+ p-

e 2 I e i

_ —1)(1—rycos 6 } .
oz (€ D0-noosa o) ()
220

- toarg gy & DU -reosa+5]

Além disso, note que

—It

r
j;<9ta (pt’at‘ez, ¢t>$ = ﬁ{ [(gt + ﬁt) rp COS 90 —1
1 2 }’(%Sirl2 9()
F g ((1-rcostn)* (1-6) =& ) [ + 052,

Adicionando essa expressdao em 5.8, obtemos

s rasin®60(2—g) ¢/ (ps,p-)

9
3207 (1-&) ’

onde N. e o termo de fase global I'e =" foram suprimidos. Entdo, assim como no caso do canal
de defasagem paralela, quando o angulo inicial 6y é 0 ou 7, a contribuicio de 2/ desaparece, de
maneira que os comprimentos geodésicos sdo independentes da escolha da funcdo de Morozova-
Chentsov. Enquanto que .# anula-se no caso de defasagem paralela quando 6y € {0, 7}, aqui ele

rege a geometria advinda de g/.

Ademais, tal como foi citado na secao 5.4, os autores de (PIRES et al., 2016) também
compararam, nesse caso, quao apertados sdo os QSLs produzidos pela métrica de Fisher quantica
em relacdo aqueles obtidos pela métrica de Wigner-Yanase. Seus resultados mostram que os
QSLs obtidos por meio de g% sdo quase saturados em toda a esfera de Bloch, ou seja, 8" ~ 0
para quase todo py na esfera. Ja g2 quase se satura nas proximidades de |0) e, conforme py
afasta-se desse ponto, observa-se que §¢F > 5" . Esse comportamento expressa o fato de |0) ser
invariante pelo canal de amortecimento de amplitude (PIRES ez al., 2016). Assim, diferentemente
dos demais dois casos abordados neste capitulo, a métrica de Wigner-Yanase produz QSLs mais

apertados que a métrica de Fisher quantica em quase toda a esfera de Bloch.
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CAPITULO

CONCLUSAO

Este trabalho configura-se como uma apresentacdo sobre a geometria da informacao,
partindo de modelos estatisticos e seguindo até as a-conexdes, exibindo a aplicabilidade das
no¢des dessa drea no cdlculo de limites quanticos de velocidade. Sendo assim, ele organiza-
se como um compilado de conceitos e resultados que sustentam esse campo de estudos, ndao
havendo, desse modo, um unico resultado que se sobressai como a conclusao desta dissertacao,

mas sim um conjunto deles.

Dito isso, sendo a geometria da informacdo uma area que se conecta com diversas
outras, em especial com a estatistica, seu cardter interdisciplinar transpassa seu desenvolvimento
histérico, de maneira que os modelos estatisticos, possuindo uma estrutura intrinseca de variedade
diferencidvel, podem ser munidos da métrica de Fisher, do Tensor de Amari-Chentsov e de uma
familia uniparamétrica de conexdes lineares, essa dltima sendo a familia das -conexdes. Isso
permite o estudo de dissimilaridade entre as distribui¢des de probabilidades desses modelos por
meio de geodésicas as ligando, geodésicas essas que podem ser selecionadas de acordo com o
modelo, escolhendo um fator & em [—1, 1]. Desse modo, a o-geometria permite uma ampliagdo

das andalises estatisticas em modelos estatisticos.

Além disso, por um lado, na perspectiva estatistica advinda do Teorema do Limite
Central, uma distribuicao de probabilidades se sobressai como uma distribuicdo de convergéncia
no contexto de grandes amostras e em que ha independéncia e igual distribui¢do de probabilidade.
Essa distribuicdo € a gaussiana. Por outro, a geometria hiperbdlica destaca-se como uma das trés
geometrias de curvatura constante para superficies. Esses dois objetos, importantes cada qual
para sua respectiva drea, conectam-se na geometria da informag@o por meio da métrica de Fisher
g, de maneira que ela, no modelo gaussiano, escreve-se, no sistema de coordenadas natural dele,
como g = 2842, onde g2 € a métrica hiperbélica no modelo do Plano de Lobachevsky escrita em
coordenadas retangulares. Dessa forma, pudemos concluir que a geometria advinda da métrica

de Fisher no modelo gaussiano é, essencialmente, hiperbdlica.
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Além disso, partindo de uma abordagem extrinseca para a geometria da informacgao
finita, mergulhando os espagos de pardmetros no espago de medidas positivas .Z (Z") sobre
o conjunto finito ndo vazio 2~ = {xy,xy,...,X,11}, observamos, primeiramente, que o espaco
de distribui¢des de probabilidade positivas &7, (.Z") sobre 2", munido da métrica de Fisher g

induzida de .Z, (Z"), é isométrico ao setor esférico positivo

S0 (Z) = fEF(Z) | flxi)>0,iel, Y f(x)* =4} CF(Z)
i€l
equipado com a métrica herdada da métrica euclidiana em .# (.:2"), de maneira que podemos

concluir que (£ (Z),g) possui curvatura constante positiva.

Ademais, por meio do Teorema de Caracterizacdo de Chentsov e de sua extensdo para
o tensor de Amari-Chentsov em 2 (Z"), pudemos concluir que a métrica de Fisher e que
esse campo tensorial sdo os Unicos campos, respectivamente, 2- e 3-covariantes nao triviais
em & (Z") que sdo preservados por morfismos de Markov induzidos por nicleos de Markov

congruentes, sendo esse um resultado que ndo se aplica a campos n-covariantes, com n > 4.

Outrossim, sendo o tensor de Amari-Chentsov definido através de duas conexdes lineares
em ./ (Z), essas conexdes apresentam relativa importancia na geometria da informagao.
Chamadas de conex@o mistura e conexdo exponencial, suas geodésicas, a0 menos no ultimo
caso, expressam a nomenclatura dada a elas, uma vez que as geodésicas no caso da exponencial

sdo dadas por
7R — 2(2)

exp (tj—%)
— N 1
onde Z (%) é notagdo tanto para .#, (2 ) quanto para & (Z") e onde

t—

1, se Z( X)) = M (X ),
& <exp (tj—%)) , Se (X)) =PL(XL).
Ja as geodésicas no caso da mistura sao da forma
() — B

t—n—+ta

N =

com

= —min{ l

a;

iel,ai>0}, th::min{l
|ail

sob a convengdo min & = +oo. Essas duas conexdes sdo um caso destacado das ¢-conexdes.

iel, ai<0}

Assim, esse mesmo cdlculo pode ser feito para se obter as o-geodésicas. Em .Z (Z"), obtemos

que elas sdo da forma

Y9 () — M (X

<I(X (l_a) _M)la
te (W2 il T a :



125

onde

L ) 2
= mln{ - o

e onde Y% (1) — ue®/* quando o — 1. J4 as a-geodésicas em P, (2) sdo de dificil deter-

2 .
iel,ai>0}, t+::min{¢
(1—a)lai|

iel,ai<0}

minagdo, uma vez que a equagao da geodésica, nesse caso, consiste em um sistema de equagdes
diferenciais nio lineares de segunda ordem com dependéncias nio lineares entre si € com

o € [—1,1] arbitrario.

Ademais, retornando a uma abordagem intrinseca e apresentadas as no¢des de variedade
dualistica e variedade estatistica, exibimos a prova de que uma estrutura estatistica em uma
variedade diferencidvel induz uma estrutura dualistica livre de tor¢ao e vice-e-versa. Além
disso, estudando as familias de distribui¢des exponenciais e mistura, pudemos concluir que
elas podem ser modeladas por variedades hessianas, uma vez que v ¢ plana na primeira
assim como V(1) ¢ plana na segunda e, além disso, a métrica de Fisher nelas escreve-se nos
sistemas de coordenadas afim respectivos a cada conexdo como g;; = Hess(f), onde f, no caso

das distribui¢des mistura, consiste na entropia de Shannon dessas distribui¢des.

Além disso, estudando estruturas dualmente planas (g,V,V*) em uma variedade dife-
rencidvel M, observamos que os sistemas de coordenadas afins para V e para V* conectam-se
através da transformada de Legendre. Entdo, expusemos a prova de que a nulidade do tensor de
curvatura de Riemann é uma caracteristica mantida por dualizacdo, ou seja, R(-%) = 0 implica
que R(® = 0. Além disso, explicamos que, por um lado, dada (g, V, V*) uma estrutura dualmente
plana em M e dado um sistema de coordenadas afim para cada uma das conexdes, é possivel
encontrar duas funcdes estritamente convexas Y, ¢ : M — R tais que g e g_l escrevem-se como
a hessiana dessa fun¢des em relac@o aos sistemas afim. J4, por outro lado, mostramos que a
reciproca também € verdadeira, de maneira que finalizamos notando que uma estrutura dualmente
plana em M € equivalente, ao menos localmente, a informacao de uma tnica fun¢do convexa,

com a convexidade tomada em relacio ao sistema afim para V.

Finalmente, observamos a aplicabilidade da geometria da informacao na teoria de in-
formacdo quantica, em que ela é utilizada na procura por limites quanticos de velocidade
geométricos. Isso € feito através do estudo de distinguibilidade entre dois estados de um sistema
por meio do uso de modelos estatisticos. Munindo esses modelos com métricas contrativas sob
mapas semipositivos e que preservam traco, métricas essas associadas univocamente a fungdes
de Morozova-Chentsov, destacamos que os elementos de comprimento quadratico induzidos por
elas entre dois operadores densidade vizinhos escrevem-se fazendo uso da métrica de Fisher
classica. Analisando, entdo, a qualidade dos QSLs produzidos tanto pela métrica de Fisher
quantica quanto pela métrica de Wigner-Yanase, pontuamos que a primeira produz limites mais
apertados em relacdo a segunda no caso de dinamicas unitarias em que o estado inicial comuta
com o final. Quando essa dindmica deixa de ser unitéria, no caso de qubits, destacamos que essa

relacdo hierdrquica ndo € mais valida, sendo que, no caso de um canal de amortecimento de
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amplitude, a métrica de Wigner-Yanase satura-se em quase toda a esfera de Bloch, mostrando,

nesse caso, sua superioridade em relacdo a métrica de Fisher quantica para a obtengdo de QSLs

geométricos.
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APENDICE

DEMONSTRACAO DA CARACTERIZACAO
PARA O TENSOR DE AMARI-CHENTSOV
EM 2.(2)

Teorema 7. (AY et al., 2017) Atribua a cada conjunto finito ndo vazio 2~ um campo tensorial 3-
covariante ndo trivial S em P (X). Se, para cada nicleo de Markov congruente K : 2 — 27,

houver a invariancia no sentido
Sé (A,B,C) =S¢ (5) (dzK.(A),dzK.(B),d:K.(C)), (A.1)

entdo existe uma constante ¢ # 0 tal que S% = oT# para todo 2, onde T denota o tensor
de Amari-Chentsov em &, (Z").

Demonstracdo. Sigamos passos andlogos aqueles realizados na demonstracao de 2. Seja, entdo,
0 : 2 — Z umapermutacdo em 2 e defina
= — Z S5, n:=|21|.

16]

N

Assim, de 2, sabemos que cgp € invariante a esquerda por o e que, dado
E;:= (Ctaﬁr,&' —ngf) €T, P(Z), comicl,entio

dcj O (El) = Eo(i)'
Dito isso, para cada i,j € J, com i # j, tome ¢ a transposi¢d@o de x; e x;. Calculando, entdo,

S?f

i (c4-) sob a hipétese da invaridncia A.1, obtemos

Sit (co) =82, (Ei,Ei,E;)
—S‘% (dcfﬁ*( ) dCQ O (Ei)ydc,%G%' (El))
— 52 (EG )
(Ej?EJ’E)
(cor) =2 fi(n).

_ 5&/
SJJ]
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De forma andloga, calculando S”k (c9) com i # k, temos que
S;%; (ngj) = Sc] (dC[ Oy (El) 7dC9fG<9?f (El) 7dC%' Oy (Ek))
=587 (E;E; Ex)
=S (ca) =: faln).

Além disso, para i # j # k # i, observe que os termos Sljk(c%) =: f3(n) do tensor Sf‘; coincidem.

Note que, por um lado,

Y. Sii(ea) = filn) +3(n—1)fa(n) + (n—1)(n—2) f3(n),

j.ked

enquanto que, por outro,

Y Sh(ca)=Y S (EiEj E)

J.keJ j.ked
=Y s’ <Ei,Ej, ZEk>
jeJ keJ
=0.
Assim, obtemos que
fin)+3(n—1)fo(n) + (n—1)(n—2) f3(n) = 0. (A2)
Analogamente,
0=Y 57 (cz) = filn)+ (n=1)a(n). (A3)
jel

Dessa maneira, usando A.2 e A.3, podemos escrever ]71 (n)e ]72(11) em termos de ]73(11) respecti-

vamente, como

(n? —3n—l—2)

(2—n) =
2

filn) = fn),  fn)= f(n). (A4)

Posto isso, temos, para todo

A= <c&r,2a,~3i> ,B= (c%,Zbi(Si) ,C = <03{,Zci6i> €T, Z(Z),
icJ icJ i)

as igualdades

Sgg,(A,B,C): Z Sl]k(c%)a,bck

i,j.kel
= fi(n Za,b ci+ )f (n) Z (aibicj+aibjci+ajbic;) + f3(n) Z aib jcy,
ieJ ijed i,j.keJ
i i j kA
ou seja,
7 ~ (n2 —3n+ 2) ~
Sc;f (A,B,C) =fi (n) f Za,-b,-ci + 12 (n) Z (aibicj + a,-bjc,- +ajb,-c,~) + Z a,-bjck ,
= ijed ij kel
i#]j i# jFkFi

(A.5)
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onde o ultimo termo dentro do parénteses computa os termos de S . com todos os seus indices

distintos. Perceba que

Zabcl Z (aibicj+aibjci+ajbic;)= 72 (aibicj+aibjci+ ajbic;)
icJ L/GJ i,jeJ
i#]j

= —72 (ab Zc,—i—ac,Zb —i—bc,z )
lEJ jeJ jeJ Jjes
=0.
Além disso,

Za,-b,-ci+ Z (a,-b,-cj+a,-bjci+ajb,-c,-)—|— Z a,-bjck: Z a,-bjck

ieJ i,jeJ i,j,ked i,j,ked
i#] 7 JFkF
= Z Cl,'bj Z Ck
i,jeJ keJ
=0.

Entdo, A.5 pode ser reescrita como

n?
Sx(A B,C) —?f3 Zalbcl

ieJ

£ n a,-b,'c,-
_ f3§ )Z 1
(

ie] 2
f3(n)
== T.” (A,B,C).

Vamos, agora, mostrar que f; (n) é constante. A partir deste ponto, os argumentos da demonstra-
cdo seguem quase que totalmente iguais aos da demonstragcdo do teorema 2. Destacado isso, seja
X = {X1,X2,...,X} conjunto finito ndo vazio e defina 2" := 2" X 2. Considere a parti¢do
de 2"/ cujos elementos sdo conjuntos da forma A; := {(x;,x;) € 2" | 1 < j < k}. Desse modo,

definimos o nicleo de Markov
, 1 K i)
. i __ i
K:Z—2(2'), leK_%Za 5,
cujo morfismo induzido € dado por

nkzzé ) =cCcyr.

iel j=

Defina, também, Eél. )= (c 3@/1,6(171') —c 3{/) @45&” "). Entdo, conforma calculado na

demonstracgdo de 2,

1 & &
de K 12%2 (i.j)"
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Assim, sendo ¢,r,s € J com g # r # s # g, temos que

S (Eq.ErEy) = f3§)T=%”(E E E) = f3(n).

Consequentemente, utilizando a invariancia A.1, obtemos

~ / 1
f3(n Sf;( Zqu Z 7 2 Efs )

r=1 p=1
1 k A / / !
- k_31mzp’ 1SCI’< (q’)’E(W’E(w))
= fa(nk).

Invertendo a fungdo de n e k, obtemos f3(k) = f3(nk) = f3(n), de forma que fica mostrado que
]73 é independente da cardinalidade de .2". Além disso, da ndo trivialidade de S% , temos que
7é 0. Denotando £\" 3( ) por a, vamos estender a igualdade S = aT* para todos os pontos
de P (X). Para tal, con51dere & € Z.(Z) cujas coordenadas na base candnica de . (2")
sdo racionais, isto €,
=Y N5 Yrk=n
icy " icl

Sejam, também, Z; conjuntos de cardinalidade k;, com i € J, e que denotaremos por
Zi = {x,%,... ,)ﬁc};i}. Desse modo, defina o conjunto
n
2= ({xi} x 312)
i=1
e considere o nucleo da Markov
1%
K: 2 > 2.(2"), =xi— - Y 860, (A.6)
ij:l
Por 2, sabemos que
K.(8)=cy.
Assim, dado A = (£,Y,c;a;6") € P, (Z'), temos que

dgK*( )= (cq1,Ki(a :<C%/ZZ%6U)

icJj

Aplicando mais uma vez a invariancia 3.6, obtemos, para todo

A (g,za,-sf),B: (é,Zb,ﬁ"), ( Yoo )e% ),
icl il icl

S? (A,B,C) =S¢ ¢ (dzK.(A),de K. (B),d: K. (C))
= aT”, (dgK.(A),d:K.(B),d¢ K. (C))

que

Cyl
2Cllb Cl
iez; ki ki k;

=Ty’ (4,B,C).
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Devido ao fato de A.6 sempre poder ser construido para todo § € &7, (2") com coordenadas
racionais, temos que a sequéncia de igualdades acima é verdadeira para todo & nessas condigoes.

Como S# e aT* coincidem nesses pontos e como Q é denso em R, temos que % = aT#. O
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